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Àííîòàöèÿ
Â äàííîì ïðîåêòå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü íàáîð çàäà÷ ïî íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé

ìåõàíèêå. Êàæäàÿ çàäà÷à çàùèùàåòñÿ ñ ìåëîì ó äîñêè è îòâåòîì íà äîïîëíèòåëüíûå
âîïðîñû.

1. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ äëÿ äâóõ�óðîâíåâîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì äâóõ�óðîâíåâóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =

(
E ε
ε −E

)
,

ãäå E, ε ∈ R. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ |0〉, |1〉 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷å-
íèÿ ýíåðãèè. Ïîñòðîèòü îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ a†, a, òàêèå ÷òî

a|0〉 = 0, a†|0〉 = |1〉,

Íàéòè êîììóòàòîð [a, a†] è àíòèêîììóòàòîð {a, a†} ýòèõ îïåðàòîðîâ.

2. Ïåðåõîäû â äâóõ-óðîâíåâûõ ñèñòåìàõ.

Ðàññìîòðèì äâóõ-óðîâíåâóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ(t) =

(
E(t) ε
ε 0

)
,

ãäå ε ∈ R íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à ôóíêöèÿ E(t) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñè-
ñòåìû ñ íåñòàöèîíàðíûì âíåøíèì ïîëåì. Ïóñòü ïðè t→ −∞ ñèñòåìà íàõîäèëàñü
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Íàéòè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ñèñòåìû â îñíîâíîì è
âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèÿõ ïðè t→ +∞. Ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.
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(a) Ìãíîâåííûå âîçìóùåíèÿ: E(t) = E0 sgn(t).

(b) Àäèàáàòè÷åñêèé ñëó÷àé: E = Ẽ(λt), λ � 1. Çäåñü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî èñêîìûå âåðîÿòíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê 0 è 1 ïðè λ→ 0. Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà ε ìàëî, à ôóíêöèÿ Ẽ èìååò íîëü.
Ïîäñêàçêà. Ðàçëîæèòü ðåøåíèå |ψ(t)〉 íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìãíîâåííîãî ãàìèëüòîíèàíà:
|ψ(t)〉 = c0(t)|φ0(t)〉+ c1(t)|φ1(t)〉, ãäå Ĥ(t)|φn(t)〉 = En(t)|φn(t)〉.

(c) Òî÷íî ðåøàåìûé ñëó÷àé: E(t) = E0 th(Ωt). Ïîëó÷åííûé îòâåò äëÿ âåðîÿò-
íîñòåé ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ 2a è 2b â ñëó÷àÿõ áåñêîíå÷íî
áûñòðîãî (Ω→ +∞) è àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííîãî (Ω→ 0) èçìåíåíèé ïîòåí-
öèàëà ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîäñêàçêà. Äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 4 ïàðàãðàôà 23 Ëàíäàó-Ëèôøèöà èëè çàäà÷è 39
òîìà 1 Ôëþããå.

3. Äâà ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ 1/2�ñïèíîâ ~̂s1, ~̂s2 â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ~H.
Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå:

Ĥ = −α(~̂s1, ~H)− α(~̂s2, ~H) + β(~̂s1, ~̂s2) ,

ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí îòâå÷àåò âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ñïèíàìè. Íàéòè ñòàöèîíàð-
íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Êàêîå èç ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì? Îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àè β > 0 è β < 0.

4. Ëàðìîðîâñêàÿ ïðåöåññèÿ s�ñïèíà.
Êîìïîíåíòàìè ñïèíà íàçîâåì îïåðàòîðû ŝ1, ŝ2, ŝ3, óäîâëåòâîðÿþùèå êîììóòàöè-
îííûì ñîîòíîøåíèÿì

[ŝi, ŝj] = i~εijkŝk .

(a) Ïîñòðîèòü âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû îïåðàòîðîâ ŝi. Ïîêà-
çàòü, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì çíà-
÷åíèåì êâàäðàòà äëèíû ñïèíà ŝ2 = ŝ21 + ŝ22 + ŝ23, îáîçíà÷àåìûì ~2s(s + 1).
Ïîêàçàòü, ÷òî s � ïîëóöåëîå.

(b) Âêëþ÷èì âçàèìîäåéñòâèå s�ñïèíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ~H = (0, 0,H3):

Ĥ = −αH3 ŝ3 .

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè s�ñïèí íàïðàâëåí âäîëü îñè 1 (÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó ñîñòîÿíèþ îïåðàòîðà ŝ1 ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì). Íàéòè çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñïèíà îò
âðåìåíè.
Ïîäñêàçêà. Ðåøàòü çàäà÷ó â ïðåäñòàâëåíèè Ãàéçåíáåðãà.

2



5. ×àñòèöà íà îêðóæíîñòè.
Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó íà îêðóæíîñòè:

L =
1

2
Iφ̇2

ãäå I > 0 � ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû, φ ∈ [0; 2π] � óãîë ïîâîðîòà. Ïðîêâàíòî-
âàòü ñèñòåìó: íàéòè ãàìèëüòîíèàí, êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ,
ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé. Âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî

i
d

dt
〈Ψ|φ̂|Ψ〉 = 〈Ψ|[φ̂, Ĥ]|Ψ〉

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉?

6. Ïàäåíèå.
Ðàññìîòðèì ¾ïåðåâåðíóòûé¿ îñöèëëÿòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

2m
− kx̂2

2
.

Ïóñòü ñèñòåìà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

Ψ (x, t = 0) =
e−x

2/2b2

(πb2)1/4
.

Íàéòè àñèìòîòèêó äèñïåðñèè 〈Ψ|x̂2 (t) |Ψ〉 ïðè áîëüøèõ t. Ñðàâíèòü ñ êâàäðàòîì
àñèìòîòèêè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x (0) = r0, x

′ (0) = 0.

7. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ.
Íàéòè êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ è èõ âðåìåíà æèçíè äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m
â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå

U (x) =

 +∞, x < 0 ,
~2κ
m

δ (x− a) , x ≥ 0 .

Ñ÷èòàòü, ÷òî κa� 1.

8. Ðàñïëûâàíèå.
×àñòèöà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè â ïîòåíöèàëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà. Ïîòåíöèàë âûêëþ÷àåòñÿ íà âðåìÿ T , çàòåì ñíîâà âêëþ÷àåòñÿ. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà îñòàíåòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

9. Êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå.
Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ çàâèñèìîñòåé íàéòè ýâîëþöèþ äèñïåðñèè
(∆x)2 = 〈Ψ|x̂2(t)|Ψ〉 − 〈Ψ|x̂(t)|Ψ〉2 äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

Ψ (x) =
1

(πb2)1/4
· exp

(
− x2

2b2
+ ip0x

)
.
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10. Îñöèëëÿòîð ñ êâàäðàòè÷íîé äîáàâêîé.
Äîáàâèì ê ãàìèëüòîíèàíó ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ĥ0 = ~ω(â+â+ 1/2)

êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí
Ĥ1 = iγ(â+)2 − iγâ2 ,

ãäå γ � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð.

(a) Ïîêàçàòü, ÷òî Ĥ1 ýðìèòîâ.

(b) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ γ ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåí?

(c) Íàéòè ñïåêòð Ĥ, ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

(d) Âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈n|H0|n′〉, ãäå |n〉, |n′〉 � ñîáñòâåííûå ñîñòî-
ÿíèÿ ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ.

11. Ðåçîíàíñ.
Îäíîìåðíûé êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð ÷àñòîòû ω ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ â îñíîâ-
íîì ñîñòîÿíèè. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà íåãî íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü âíåøíÿÿ
ñèëà F (t) = F0 sin(ω0t). ×åðåç âðåìÿ T ñèëà ìãíîâåííî âûêëþ÷àåòñÿ. Íàéòè ñðåä-
íþþ ýíåðãèþ Ef êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà. Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìî-
ñòè Ef îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû ω0. ×òî ïðîèñõîäèò â ïðåäåëå ω → ω0?
Óêàçàíèå. Ðåøàòü çàäà÷ó â ïðåäñòàâëåíèè Ãàéçåíáåðãà.

12. Ïîòåíöèàë Ìîðñà.

Íàéòè äèñêðåòíóþ ÷àñòü ñïåêòðà ýíåðãèé îäíîìåðíîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå Ìîð-
ñà:

U(x) = A e−2αx −B e−αx .

Çäåñü A > 0 è B > ~α
√
A/2m.

13. Äâå ÷àñòèöû íà îêðóæíîñòè.

Äâå ÷àñòèöû ìàññûm è çàðÿäà e êàæäàÿ ìîãóò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R. Íàéòè íèçêîëåæàùèå óðîâíè ñèñòåìû ïðè R� ~2/me2.

14. Òðÿñêà.
×àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå

U(x) = −~2κ
m

δ(x− a).

Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåê-
òðà, åñëè òî÷êà a ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó

a (t) = b cosωt.

Ñ÷èòàòü b� 1/κ, ~ω � ~2κ2/2m.
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15. Âîëíîâîä.
Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ÷àñòèöó â ïîòåíöèàëå

U (x, y) = ω2y2/2 + ε (x) y2/2 ,

ãäå ε (x) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Ïóñòü ïðè x → −∞
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä Ψ (x, y) = ψ0 (y) eikx, ãäå ψ0 (y) � âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà. Ñ÷èòàÿ ε (x) ìàëîé âåëè÷èíîé, íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îñöèëëÿòîðà â ïåðâîå è âòîðîå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ïðè
x→ +∞.

16. Íàáëþäàåìàÿ Áåëëà äëÿ ñîñòîÿíèÿ GHZ
Ïîñòðîèòü íàáëþäàåìóþ Áåëëà äëÿ ñîñòîÿíèÿ GHZ òðåõ ôîòîíîâ:

|GHZ〉 =
1√
2

(|HHH〉+ |V V V 〉) , (1)

ãäå |H〉 è |V 〉 îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿì ñ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçà-
öèÿìè.
Îïðåäåëåíèå. Íàáëþäàåìîé Áåëëà íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà B, êîòîðàÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. (i) Ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå îò B óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó Áåëëà 〈B〉 ≤ 1 äëÿ ëþáîé òåîðèè ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè.
(ii) Íåðàâåíñòâî Áåëëà íàðóøàåòñÿ íà êâàíòîâîì óðîâíå: 〈GHZ|B̂|GHZ〉 ≥ 1.

17. Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ñîñòîÿíèÿ GHZ.

Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ìîæíî ïåðåäàòü ñ ïîìîùüþ òðåõ-
ôîòîííîãî ñîñòîÿíèÿ (1)? Êàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî óçíàòü, ïåðåõâàòèâ òàêóþ
ïåðåäà÷ó? Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü ñîñòîÿíèå òðåõ ôîòîíîâ òàê, ÷òîáû ïåðåäà÷à ìàê-
ñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè áûëà ïîëíîñòüþ çàùèùåíà îò ïåðåõâàòà?
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