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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî òðè òèïà íåéòðèíî. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ïðè
ýâîëþöèè ñî âðåìåíåì îäíè òèïû íåéòðèíî ìîãóò ïåðåõîäèòü â äðóãèå. Ýòî
ýêñïåðèìåíòàëüíî çàðåãåñòðèðîâàííîå ÿâëåíèå(ýêñïåðèìåíòû îïèñàíû
íàïðèìåð â [1]) íàçûâàåòñÿ íåéòðèííûìè îñöèëëÿöèÿìè.

Ïðîäîëæèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ñîëíå÷íûìè è àòìîñôåðíûìè íåéòðèíî
ïðèâåëè ê îòêðûòèþ íåéòðèííûõ îñöèëëÿöèé è ïðèíöèïèàëüíî èçìåíèëè ïîíè-
ìàíèå ôèçèêè íåéòðèíî, ïîñêîëüêó ýòî ÿâëåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè îòëè÷íîé
îò íóëÿ ìàññå íåéòðèíî. Â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè íåéòðèíî ÿâëÿþòñÿ áåçìàññîâûìè
÷àñòèöàìè, êîòîðûå â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà íå ìîãóò
èçìåíÿòü ñâîé àðîìàò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñìåøèâàþòñÿ. Íà ñàìîì äåëå, êàê
ýòî ñëåäóåò èç îñöèëëÿöèé, íåéòðèíî èìåþò ìàëóþ íåíóëåâóþ ìàññó, ñìåøèâàþòñÿ,
è àðîìàòû íåéòðèíî íå ñîõðàíÿþòñÿ. Ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ÿâèëñÿ
ïðÿìûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ íîâîé ôèçèêè âíå
ðàìîê Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè è îäíîâðåìåííî ïîëîæèë íà÷àëî èçó÷åíèþ ýòîé
ôèçèêè.

Â óïðîù¼ííîì âûâîäå âåðîÿòíîñòè íåéòðèííûõ îñöèëëÿöèé(ñì.íàïðèìåð[2])
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæóùèåñÿ íåéòðèíî èìåþò îïðåäåë¼ííóþ ýíåðãèþ (èëè
èìïóëüñ). Äðóãèìè ñëîâàìè, äâèæåíèå íåéòðèíî îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêîé âîëíîé. Îäíàêî, èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî òàêîå îïèñàíèå
ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû, è ëþáàÿ ðåàëüíàÿ
âîëíà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí. Â äàííîé çàäà÷å ïðåä-
ëàãàåòñÿ èçó÷èòü íåéòðèííûå îñöèëëÿöèè äëÿ ðåàëèñòè÷íîãî ñëó÷àÿ âîëíîâûõ
ïàêåòîâ êîíå÷íîãî ðàçìåðà.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàí íà÷àëüíûé âîëíîâîé ïàêåò:

ψi(x⃗) =
∫ +∞

−∞

d3p

(2π)3/2
fi(p⃗− p⃗i)e

ip⃗x⃗, (1)

ãäå fi � Ãàóññîâ ïèê âèäà:

fi (p⃗− p⃗i) = N exp
{
− (p⃗− p⃗i)

2

2σ2
s

}
, (2)

σs � íà÷àëüíàÿ øèðèíà âîëíîâîãî ïàêåòà.
Òèïû íåéòðèíî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

|να(x⃗)⟩ =
∑
i

U∗
αiψi(x⃗)|νi⟩ , ãäå

α = e, µ, τ , à i = 1, 2, 3 � ìàññîâûå òèïû.
Íàì íåîáõîäèìî ðàñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü ðåãèñòðàöèè äåòåêòîðîì íåéòðèíî

òèïà β , êîãäà äåòåêòîð ðåãåñòðèðóåò ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p⃗i
′ è øèðèíîé

äèàïàçîíà σD, è íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè L⃗ îò èñòî÷íèêà. Íåéòðèíî íà äåòåêòîðå:
|νβ(x⃗)⟩ =

∑
i U

∗
βiφi(x⃗ − L⃗)|νi⟩. Ãäå φi(x⃗) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ íåéòðèíî,

ðåãèñòðèðóþùèõñÿ äåòåêòîðîì:

φi(x⃗) =
∫ +∞

−∞

d3p

(2π)3/2
gi(p⃗− p⃗i

′)eip⃗x⃗, ãäå (3)

2



gi(p⃗− p⃗i
′) = K exp

{
− (p⃗− p⃗i

′)2

2σ2
D

}
, (4)

K è N � íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû.

3 Ðåøåíèå çàäà÷è

Íàéä¼ì ÿâíî âîëíîâûå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò:

ψi(x⃗) =
N

(2π)3/2

∫ +∞

−∞
e
ip⃗x⃗− (p⃗−p⃗i)

2

2σ2
s d3p (5)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

ψi(x⃗) = Nσ3
s exp

(
− σ2

s x⃗
2

2
+ ip⃗ix⃗

)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ÂÔ φi(x⃗− L⃗):

φi(x⃗− L⃗) = Kσ3
D exp

(
− σ2

D(x⃗− L⃗)2

2
+ ip⃗i

′(x⃗− L⃗)
)

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì êîýôôèöèåíòûK = π−3/4σ
−3/2
D èN = π−3/4σ−3/2

s ,
è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

ψi(x⃗) =
σ3/2
s

π3/4
exp

(
− σ2

s x⃗
2

2
+ ip⃗ix⃗

)
(6)

φi(x⃗− L⃗) =
σ
3/2
D

π3/4
exp

(
− σ2

D(x⃗− L⃗)2

2
+ ip⃗i

′(x⃗− L⃗)
)

(7)

Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè çàðåãåñòðèðîâàòü íåéòðèíî òèïà β, åñëè â íà÷àëå ó
íàñ áûëî íåéòðèíî òèïà α ðàâíà:

A(α → β) = ⟨νβ(x⃗)|να(x⃗, t)⟩ (8)

Ñîîòâåòñòâåííî íóæíî íàéòè ψi(x⃗, t), ò.å. ðåøèòü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

i
∂ψi(x⃗, t)

∂t
=

√
ˆ⃗p
2
+m2

iψi(x⃗, t) (9)

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñíà÷àëà èñêàòü ÂÔ îò âðåìåíè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè,
òî åñòü ψi(p⃗, t). À ïîñëå âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äëÿ íàõîæäåíèÿ
ÂÔ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

ψi(x⃗, t) =
∫ +∞

−∞

d3p

(2π)3/2
ψi(p⃗, t)e

ip⃗x⃗.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå, òî åñòü ïðåäñòàâèì íàøó ÂÔ êàê ïðîèçâåäåíèå çàâèñÿùåé
òîëüêî îò èìïóëüñà ÷àñòè è ÷àñòè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò âðåìåíè:
ψi(p⃗, t) = fi(p⃗)q(t), ãäå fi(p⃗) ≡ fi(p⃗− p⃗i). ÓØ çàïèøåòñÿ òàê:

i
∂ψi(p⃗, t)

∂t
=
√
p⃗2 +m2

iψi(p⃗, t)
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fi(p⃗)
∂q(t)

∂t
= −iEi(p⃗)fi(p⃗)q(t)

ln q(t) = −iEi(p⃗)t

îòêóäà ïîëó÷àåì:

ψi(p⃗, t) = fi(p⃗)q(t) =
1

π3/4σ
3/2
s

exp
(
− (p⃗− p⃗i)

2

2σ2
s

− iE(p⃗)t
)
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÂÔ â êîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàçëîæèìEi(p⃗) = =
√
p⃗2 +m2

i

â ðÿä Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè p⃗i:

Ei(p⃗) = Ei(p⃗i) +
∂Ei

∂px

∣∣∣∣∣
p⃗i

(px − pix) +
∂Ei

∂py

∣∣∣∣∣
p⃗i

(py − piy) +
∂Ei

∂pz

∣∣∣∣∣
p⃗i

(pz − piz) + . . . =

= Ei(p⃗i) +
p⃗p⃗i − p⃗2i
Ei(p⃗i)

.

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü Ei ≡ Ei(p⃗i) =
√
p⃗2i +m2

i .
Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîëó÷àåì ÂÔ â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå:

ψi(x⃗, t) =
σ3/2
s

π3/4
exp

(
− σ2

s(x⃗− v⃗git)
2

2
+ i(p⃗ix⃗− Eit)

)
, (10)

ãäå

v⃗gi =
∂Ei(p⃗)

∂p⃗

∣∣∣∣∣
p⃗i

=
p⃗i
Ei

� ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà.

Òåïåðü èç ôîðìóëû (10) íàéä¼ì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè:

A(α→ β) =
∑
i

⟨νi|νi⟩UβiU
∗
αi

∫ +∞

−∞
φ∗
i (x⃗− L⃗)ψi(x⃗, t)d

3x⃗ =

=
(σDσs

π

)3/2∑
i

UβiU
∗
αi

∫ +∞

−∞
exp

(
− σ2

s(x⃗− v⃗git)
2 + σ2

D(x⃗− L⃗)2

2
+

+ i((p⃗i − p⃗i
′)x⃗− Eit+ p⃗i

′L⃗)
)
d3x⃗

Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû p⃗i = p⃗′i, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïîëó÷àåì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè:

A(α→ β) =
(

2σsσD
σ2
s + σ2

D

)3/2∑
i

UβiU
∗
αi exp

(
− σ2

sσ
2
D(L⃗− v⃗git)

2

2(σ2
s + σ2

D)
+

+ i(p⃗iL⃗− Eit)

)
(11)

Îòêóäà íàõîäèì âåðîÿòíîñòü çàðåãåñòðèðîâàòü íåéòðèíî òèïà β, åñëè íà èñòî÷íèêå
íåòðèíî òèïà α:

Pαβ(L⃗, t) = |A(α → β)|2 =
(

2σsσD
σ2
s + σ2

D

)3∑
i,j

U∗
αiUβiUαjU

∗
βj ×

× exp

(
− σ2

sσ
2
D((L⃗− v⃗git)

2 + (L⃗− v⃗gjt)
2)

2(σ2
s + σ2

D)
+

+ i
(
(p⃗i − p⃗j)L⃗− (Ei − Ej)t

))
(12)
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Íî â ðåàëüíûõ ýêñïåðåìåíòàõ âðåìÿ íå èçìåðÿåòñÿ, èçâåñòíî òîëüêî ðàññòîÿíèå
îò èñòî÷íèêà äî äåòåêòîðà, ïîýòîìó íóæíî óñðåäíèòü ïî âðåìåíè:

Pαβ(L⃗) = N
∫ +∞

−∞
dtP (L⃗, t),

ãäå N � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò, ïîÿâëÿþùèéñÿ â ñâÿçè ñ èíòåãðèðîâàíèåì
ïî âðåìåíè.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó èñòî÷íèêîì è äåòåêòîðîì:

Pαβ(L⃗) =
8σ2

sσ
2
D

(σ2
s + σ2

D)
5/2

∑
i,j

U∗
αiUβiUαjU

∗
βjN ×

×
(

2π

v⃗2gi + v⃗2gj

)1/2

exp(iL⃗(p⃗i − p⃗j)) exp

(
− σ2

sσ
2
D

σ2
s + σ2

D

L⃗2 +

+
(L⃗(v⃗gi + v⃗gj)σ

2
sσ

2
D − i(σ2

s + σ2
D)(Ei − Ej))

2

2σ2
sσ

2
D(σ

2
s + σ2

D)(v⃗
2
gi + v⃗2gj)

)
(13)

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò íàõîäèì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé: ìû çíàåì,
÷òî åñëè ìàññîâûå òèïû îäèíàêîâîé ìàññû, òî îñöèëëÿöèé íåò, ò.å. Pαβ(L⃗) =
= δαβ. Ïðåíåáðåæ¼ì, äëÿ óïðîùåíèÿ, êîìïîíåíòîé èìïóëüñà, à çíà÷èò, è

ñêîðîñòè, â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè ê L⃗. È îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà
äëÿ âåðîÿòíîñòè:

Pαβ(L) =
(∑

i

|Uαi|2

|vgi|

)−1∑
i,j

U∗
αiUβiUαjU

∗
βj

(
2

v2gi + v2gj

)1/2

×

× exp

(
− σ2

sσ
2
D(vgi − vgj)

2

2(σ2
s + σ2

D)(v
2
gi + v2gj)

L2

)
×

× exp

(
− (Ei − Ej)

2(σ2
s + σ2

D)

2σ2
sσ

2
D(v

2
gi + v2gj)

)
×

× exp

(
− iL(Ei − Ej)

(
vgi + vgj
v2gi + v2gj

− pi − pj
Ei − Ej

))
(14)

Ìû óæå çíàåì, ÷òî îñöèëëÿöèè ìîãóò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå ðàçíûõ ìàññ
íåéòðèíî, òî åñòü ∆m2

ij = |m2
i −m2

j | ̸= 0. Òàê æå îñöèëëÿöèè áóäó íàáëþäàòüñÿ,
åñëè ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà äî äåòåêòîðà ìåíüøå ÷åì äëèíà êîãåðåíòíîñòè:

L < Lcoh ∼

√
(σ2

s + σ2
D)(v

2
gi + v2gj)

σsσD(vgi − vgj)
(15)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå σ2 =
σ2
sσ

2
D

σ2
s+σ2

D
,òîãäà âòîðóþ ýêñïîíåíòó â ôîðìóëå (14) ìîæíî

çàïèñàòü òàê:

exp
(
− (∆Eij)

2

2σ2(v2gi + v2gj)

)
.

Îò ñþäà âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçíîñòè ýíåðãèé, îñöèëëÿöèè áóäóò óáûâàòü.
Èç (14) ïîëó÷èì äëèíó îñöèëëÿöèé:

Losc =
2π

|Ei − Ej|

(
vgi + vgj
v2gi + v2gj

− pi − pj
Ei − Ej

)−1

(16)
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×òî áû ïåðåéòè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå äëÿ âåðîÿòíîñòè [2] ñäåëàåì ñëåäóþùèå

ïðèáëèæåíèÿ: ïîëîæèì pi = pj = p, òîãäà Ei − Ej ≈ ∆m2
ij

2p
, òàê êàê ïðåäåë

ðåëÿòèâèñòñêèé, òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü p = E, ãäå E ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè.
Èç ýòèõ æå ñîîáðàæåíèé ïðåîáðàçóåì ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü:

vgi =
∂E(p)

∂p
=

p

Ei

,

íî òàê êàê âñå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé áëèçêè è p = E, òî

vgi =
E

Ei

≈ 1.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì è äëÿ vgj. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

Pαβ(L) =
∑
i,j

U∗
αiUβiUαjU

∗
βj exp

(
−
σ2(∆m2

ij)
2

16E4
L2

)
exp

(
−

(∆m2
ij)

2

16E2σ2

)
×

× exp

(
− i

∆m2
ij

2E
L

)
. (17)

Äëÿ ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå íåîáõîäèìî çàíóëèòü ïîêàçàòåëè â ïåðâûõ
äâóõ ýêñïîíåíòàõ, òàê êàê, åñëè çíà÷åíèå ïîêàçàòåëåé ýòèõ ýêñïîíåíò âåëèêî,
òî âåðîÿòíîñòü áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ïîêàçàòåëè çàíóëÿþòñÿ, åñëè:

σ2(∆m2
ij)

2

E4
L2 << 1 è

(∆m2
ij)

2

E2σ2
<< 1,

òàêîå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå (∆m2
ij)

2 << 1, ëèáî ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ, ÷òî
ñïðàâåäëèâî äëÿ íåéòðèíî. È îòñþäà ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó äëÿ
âåðîÿòíîñòè îñöèëëÿöèé íåéòðèíî [2]:

Pαβ(L) =
∑
i,j

U∗
αiUβiUαjU

∗
βj exp

(
− i

∆m2
ij

2E
L

)
(18)

4 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëî ðàññìîòðåííî ðàñïðîñòðàíåíèå è îñöèëëÿöèè íåéòðèíî, îïèñûâàåìûå
ñ ïîìîùüþ Ãàóññîâûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
îñöèëëÿöèé. Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ
òàêîé ôàêòîð, êàê äëèíà êîãåðåíòíîñòè, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-
òî ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî äåòåêòîðà îñöèëëÿöèè íå áóäóò íàáëþäàòüñÿ, òàê
êàê íà ýòîì ðàññòîÿíèè âîëíîâûå ïàêåòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ìàññîâûì
ñîñòîÿíèÿì, ïåðåñòàíóò ïåðåêðûâàòüñÿ, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòè ñîñòàâëÿþùèõ
ïàêåòà ðàçëè÷àþòñÿ. Ïîêàçàíà çíà÷èìîñòü ðàçíîñòè ýíåðãèé ìàññîâûõ ñîñòîÿíèé,
òî åñòü ïðè áîëüøîì ðàçëè÷èè ýíåðãèé îñöèëëÿöèè íàáëþäàòüñÿ íå áóäóò.

Òàê æå ðàññìîòðåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå äëÿ âåðîÿòíîñòè
îñöèëëÿöèé, ïîêàçûâàþùèé ôàêòîðû, êîòîðûìè â íåé ïðåíåáðåãàþò.
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