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1 Ââåäåíèå.

Ãðàôåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîñëîé àòîìîâ óãëåðîäà, ïëîòíî
óïàêîâàííûõ â äâóìåðíîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåø¼òêå. Äëÿ òàêîé ðåø¼òêè
èçâåñòíî, ÷òî å¼ îáðàòíàÿ ðåø¼òêà òîæå áóäåò ãåêñàãîíàëüíîé. Â
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êðèñòàëëà íàõîäÿòñÿ äâà àòîìà, îáîçíà÷åííûå A è
B. Ò.å. ìû èìååì 2 ñèììåòðè÷íûå ïîäðåø¼òêè: êàæäûé àòîì, èç
ïîäðåø¼òêè À îêðóæåí òðåìÿ àòîìàìè èç ïîäðåøåòêè B, è íàîáîðîò.
Èç òåîðåìû îá èíäåêñàõ (âàæíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ åù¼
ïðåäñòîèò èçó÷èòü) ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü ñâîáîäû - ýòî
èíäåêñ ïîäðåø¼òêè, è â ãðàôåíå ýòà âåëè÷èíà ïîëó÷èëà íàçâàíèå
ïñåâäîñïèí. Ò.å. ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïñåâäîñïèí íàïðàâëåí ââåðõ,
åñëè ýëåêòðîí ïðèíàäëåæèò ïîäðåøåòêå À è âíèç, åñëè ýëåêòðîí
ïðèíàäëåæèò ïîäðåø¼òêå Â. Òàêæå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü
ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå êîìáèíàöèè äëÿ âîëíîâûõ
ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå òàì íàõîäÿòñÿ. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ,
îïèñûâàþùàÿ ïðåáûâàåíèå ÷àñòèö â ïîäðåøåòêàõ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñòîëáåö:

ψ =

(
ψA

ψB

)

Figure 1: Ãåêñàãîíàëüíàÿ ðåø¼òêà ãðàôåíà.

Ìîæíî èçîáðàçèòü çîííóþ ñòðóêòóðó ãðàôåíà. Âáëèçè òî÷åê
ñîïðèêîñíîâåíèÿ âàëåíòíîé çîíû è çîíû ïðîâîäèìîñòè (K è K') çàêîí
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äèñïåðñèè äëÿ íîñèòåëåé (ýëåêòðîíîâ) â ãðàôåíå ëèíååí:
E(p) ≃ vFp+O(p2), ãäå vF - ýíåðãèÿ Ôåðìè, p - êâàçèèìïóëüñ, E -
ýíåðãèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîíû â ãðàôåíå ïîä÷èíÿþòñÿ
óðàâíåíèþ Äèðàêà.

iγµ∂µψ −mψ = 0,

ãäå èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö h̄ = vF = 1; γµ - ìàòðèöû Äèðàêà, m -
ìàññà ÷àñòèöû, ∂µ ≡ ∂

∂xµ , µ - ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíäåêñ,
ïðîáåãàþùèé çíà÷åíèÿ 0,1,2,3.

Figure 2: Çîííàÿ ñòðóêòóðà ãðàôåíà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Â ãðàôåíå ýëåêòðîíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòü vF = 106m

c
, ýòî

áîëüøàÿ ñêîðîñòü, íî âñ¼ æå â 300 ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, ò.å.
ýëåêòðîíû â ãðàôåíå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðåëÿòèâèñòñêèå, îäíàêî
âçàèìîäåéñòâóþò îíè ðåëÿòèâèñòñêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â
ïðîèñõîäÿùåì, ïîìåñòèì ãðàôåí â ïåðïåíäèêóëÿðíîå ìàãíèòíîå ïîëå è
íàéäåì óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå (óðîâíè Ëàíäàó). Äëÿ
ýòîãî áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå Äèðàêà. Çàòåì ðàññìîòðèì ñëó÷àé
íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö(áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà),
ñðàâíèì ïîëó÷èâøèåñÿ ôîðìóëû äëÿ ýíåðãèé è íàéäåì ýíåðãèè äëÿ
ïåðâîãî óðîâíÿ Ëàíäàó â îáîèõ ñëó÷àÿõ.
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2 Âû÷èñëåíèÿ.

Íàì íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ñäåëàòü ýòî íóæíî
òàê, ÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà áûëî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. ïðè êàëèáðîâî÷íîì
ïðåîáðàçîâàíèè âíåøíåãî ïîëÿ íàáîð ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà
äîëæåí îñòàòüñÿ ïðåæíèì. Äëÿ ýòîãî ïåðåéä¼ì îò îáû÷íîé
ïðîèçâîäíîé ∂µ ê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé Dµ :

∂µ → Dµ = ∂µ −
ie

c
Aµ,

ãäå e - çàðÿä ýëåêòðîíà, c - ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, Aµ - âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë.
Ïðè ýòîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ -

ψ → e iα(x)ψ

Óðàâíåíèå Äèðàêà ïðèìåò âèä(
iγµDµ −m

)
ψ = 0. (1)

Çäåñü òîëüêî h̄ = 1. Ïîìåñòèì ãðàôåí â ïëîñêîñòü (x, y), ìàãíèòíîå
ïîëå íàïðàâèì âäîëü îñè z, òîãäà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âûáåðåì :

Ay =
Hx

c
, Ax = 0.

Ðåøèì óðàâíåíèå (1).
Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì

(−iγµDµ −m),

Ïîëó÷èì

(γµDµγ
νDν +m2)ψ = 0.

Ïåðåïèøåì γµγν êàê
γµγν = 1

2
(γµγν + γνγµ) + 1

2
(γµγν + γνγµ) = ηµν + σµν , ãäå ηµν è σµν -

ñèììåòðè÷íûé è àíòèñèììåòðè÷íûé "4-òåíçîðû" ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà, [(

ηµν + σµν

)
DµDν +m2

]
ψ = 0. (2)
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Figure 3: Ãðàôåí â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïîä äåéñòâèåì òåíçîðà ηµν óðàâíåíèå (2) ïåðåõîäèò â(
DµDµ + σµνDµDν +m2

)
ψ = 0. (3)

Çàïèøåì â (3) êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ÿâíîì âèäå[(
∂ − ie

c
A

)2

+ σµν

(
∂µ −

ie

c
Aµ

)(
∂ν −

ie

c
Aν

)
+m2

]
ψ = 0. (4)

Ïîä äåéñòâèåì òåíçîðà σµν èç (4) óõîäÿò ñèììåòðè÷íûå ñëàãàåìûå ∂µ∂ν
è AµAν , òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì[(

∂ − ie

c
A

)2

− ie

c
σµν

(
∂µAν + Aµ∂ν

)
+m2

]
ψ = 0. (5)

Ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì[(
∂ − ie

c
A

)2

− ie

2c
σµνFµν +m2

]
ψ = 0, (6)

ãäå ∂µAν − ∂νAµ = Fµν - òåíçîð ïîëÿ.
Â ïðîñòðàíñòâå (2 + 1) òåíçîð ïîëÿ Fµν ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìàòðèöû
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 0 E1 E2

−E1 0 H3

−E2 −H3 0


à òåíçîð σµν -  0 α1 α2

−α1 0 −iΣ3

−α2 iΣ3 0


Σ-ìàòðèöà è αi-ìàòðèöû :

Σ =

(
0 −σi
σi 0

)

α1 = γ0γ1 =

(
−1 0
0 −1

)

α2 = γ0γ2 =

(
0 −i
i 0

)
γi-ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ0 = τ1 =

(
0 1
1 0

)

γ1 = iτ2 =

(
0 1
−1 0

)

γ2 = iτ3 =

(
i 0
0 −i

)
Ðàçäåëèì â (6) ñëàãàåìîå

(
∂ − ie

c
A

)2

íà ïðîñòðàíñòâåííóþ è

âðåìåííóþ ÷àñòè, à òàêæå ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå ñ òåíçîðàìè :[(
∂0 −

ie

c
A0

)2

−
(
∂x̄ −

ie

c
Ax̄

)2

+
e

c
ΣzHz − ieαjEj +m2

]
ψ = 0, (7)

Èñêëþ÷èì èç (7) ñëàãàåìîå ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì è ðàç ó íàñ
ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå, òî èñêëþ÷àåì åù¼ è ñëàãàåìîå ñ âåêòîðíûì
ïîòåíöèàëîì â ïåðâîé ñêîáêå, ïîëó÷àåì(

∂20 −
(
∂x̄ −

ie

c
Ax̄

)2

+
e

c
ΣzHz +m2

)
ψ = 0, (8)

5



ψ - åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà Σz , å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
σ = ±1. Ó÷èòûâàÿ íàøó êàëèáðîâêó è âûáîð îðèåíòàöèè ïîëÿ è
âåðêîòðíîãî ïîòåíöèàëà, ïîëó÷àåì

ψ = e−iωt+ipyy ψ̃

Ïîäñòàâëÿÿ âûøåïåðå÷èñëåííîå â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà(

∂x
2 −

(
eH

c

)2(
x − cpy

eH

)2

+ ω2 − e

c
σH −m2

)
ψ̃ = 0. (9)

Ðåøåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà íàì èçâåñòíî

ε2 = (n+
1

2
)Ω,

ãäå Ω = 2eH
c
, ε2 = ω2 − e

c
σH −m2, Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

ω = ±
√

(2n+ 1)
e

c
H +

e

c
σH +m2.

Íàì èçâåñòíî, ÷òî â ãðàôåíå ÷àñòèöû - áåçìàññîâûå, ïîýòîìó çàíóëÿåì
ìàññó, âîçâðàùàåì ïî ðàçìåðíîñòè ïðèâåä¼ííóþ ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà è
ñêîðîñòü Ôåðìè, è òîãäà, ïðåîáðàçóÿ ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì

ωn = ±vF

√
(2n+ 1 + σ)

eh̄H

c
. (10)

Âû÷èñëèì ýíåðãèþ íóëåâîãî è ïåðâîãî óðîâíåé Ëàíäàó, âçÿâ
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ = −1 :

n=0:
ω0 = 0,

n=1:

ω1 = ±vF

√
2eh̄

H

c

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû âî
âíåøåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èìååò âèä

H =
1

2m

(
p− e

c
A

)2

+ eφ, (11)
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ãäå ïåðâàÿ ñêîáêà - åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, à âòîðàÿ -
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ; m - ìàññà ÷àñòèöû, p - îáîáùåííûé èìïóëüñ, e
- çàðÿä ýëåêòðîíà, c -ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, A - âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë, φ - ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë.
Ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå îáîáù¼ííûé èìïóëüñ çàìåíÿåì íà
îïåðàòîð èìïóëüñà è åù¼ ó÷èòûâàåì ïðèñóòñòâèå ñïèíà ó ÷àñòèöû, òî
åñòü

Ĥ =
1

2m

(
p̂− e

c
A

)2

− µ̂H+ eφ (12)

Ðåøèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà
Ĥψ = Eψ.
Ïîëå òàêæå íàïðàâèì ïî îñè z , è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âûáåðåì â âèäå

Ay = Hx , Ax = 0

µ̂ =
µ

s
ŝ,

ãäå s - âåëè÷èíà ñïèíà ÷àñòèöû, µ - âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ðàâíû

µz =
µ

s
σ,

ãäå σ = ±1
2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñ¼ ýòî â ôîðìóëó (11), ïîëó÷èì

Ĥ =
1

2m

(
p̂y −

eHx

c

)2

+
p̂x

2

2m
− µ

s
σH (13)

Òîãäà óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ïðèìåò âèä

1

2m

[(
p̂y −

eHx

c

)2

+ p̂x
2

]
ψ − µ

s
σHψ = Eψ (14)

èëè
1

2m

[(
eH

c

)2(
x − cp̂y

eH

)2

+ p̂x
2

]
ψ − µ

s
σHψ = Eψ (15)

ψ = eipyy ψ̃ (16)

[
1

2m

(
eH

c

)2(
x − cpy

eH

)2

− µ

s
σH − E

]
ψ̃ = 0

7



E =

(
n+

1

2

)
h̄ωH , (17)

ωH =
|e|H
mc

. (18)

Äëÿ ýëåêòðîíà µ
s
= − eh̄

mc
, òîãäà ôîðìóëà (16) ïðèíèìàåò âèä

E =

(
n+

1

2

)
h̄e

mc
H +

eh̄

mc
σH (19)

E =

(
n+

1

2
+
σ

2

)
eh̄H

mc
(20)

3 Çàêëþ÷åíèå.

Â êóðñîâîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è íàõîæäåíèÿ óðîâíåé Ëàíäàó
äëÿ ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå, à òàêæå äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ.
Ïðè÷èíà ðàçëè÷èÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ýëåêòðîíû â ãðàôåíå âåäóò ñåáÿ êàê ðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû è
îáëàäàþò ïñåâäîñïèíîì, êîòîðûé ñìåùàåò óðîâíè ýíåðãèè òàê, ÷òî
ïîÿâëÿåòñÿ óðîâåíü ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Â ýòîì íóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè
ñêðûâàåòñÿ ïðè÷èíà "äðóãîãî" (ïîëóöåëîãî) êâàíòîâîãî ýôôåêòà
Õîëëà â ãðàôåíå.
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