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Ââåäåíèå

Ïðè âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè ôåðìèîííîãî ïîëÿ Äèðàêà ýíåðãåòè÷åñêèé

ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó. Äàííóþ òðóäíîñòü âîçìîæíî

îáîéòè, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ïàóëè. Ââîäèòñÿ ò.í. ìîðå Äèðàêà. À èìåííî,

â êà÷åñòâå âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ âûáèðàòåñÿ ìîðå Äèðàêà - ñîñòîÿíèå

ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì çàïîëíåííûõ óðîâíåé. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðèíöèï Ïàóëè ïðåäîòâðàùàåò âîçáóæäåíèå ñîñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíîé

ýíåðãèåé.Òàêèì îáðàçîì, ìîðå Äèðàêà è åãî âîçáóæäåíèÿ ñîäåðæàò

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòèö.

Â ñâÿçè ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì çàïîëíåííûõ óðîâíåé âîçìîæíû

ïàðàäîêñû. Ê ïðèìåðó, ÷àñòèöà, íåñóùàÿ êâàíòîâûå ÷èñëà, ìîæåò

"ñïðÿòàòüñÿ" ñðåäè áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ìîðÿ.

Èç-çà ýòîãî ìîæåò êàçàòüñÿ, ÷òî çàðÿä, êîòîðûé íåñåò ÷àñòèöà, èñ÷åç.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òàêèõ ïàðàäîêñîâ - íàøåì

ñëó÷àå ÷àñòèöà ðàñòâîðÿåòñÿ â ìîðå Äèðàêà â ðåçóëüòàòå àäèàáàòè÷åñêîãî

âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
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Ôåðìèîíû â ÿùèêå

Ðàññìîòðèì (1+1)�ìåðíûå ñâîáîäíûå ôåðìèîíû â ÿùèêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè äàííîé ñòèòåìû îïèñûâàåòñÿ

íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Äèðàêà:

ĤDΨ(x, t) = i∂tΨ(x, t) (1)

ĤD = αp̂+ βm

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ψ(0) = ψ(L) (2)

ãäå

α =

−1 0

0 1

 β =

0 − i

i 0


p̂ = −i∂x

Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (1) èìåþò âèä

Ψn(x) = Aei(pnx−Ent)

 1

−En+pn
im

+Be−i(pnx+Ent)

 1

−En−pn
im

 (3)

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè:

wn =+
−
√
p2n +m2, pn =

2πn

L
(4)

Äëÿ áåçìàññîâûõ ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ ãàìèëüòîíèàí Äèðàêà ïðèíèìàåò

âèä

ĤD = αp̂ (5)
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Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèÿ óïðîùàþòñÿ:

Ψn(x) =

 AeiEnx

Be−iEnx

 e−iEnt, (6)

ãäå

En =
2πn

L
. (7)

Âûáåðåì óñëîâèå íîðìèðîâêè âîëíîâûõ ôóíêöèé :∫
ψn(x)

+ψk(x) dx = δnk (8)

Âåëè÷èíà ψ(x)+ψ(x) ñóòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â

ýëåìåíòå îáúåìà dx.

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå ýíåðãèè íå îãðàíè÷å-

íî ñíèçó. Â ñëó÷àå ñ ôåðìèîíàìè ìàññîém ìåæäó óðîâíÿìè ñ ïîëîæèòåëüíîé

è îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèÿìè åñòü çàïðåùåííàÿ îáëàñòü � ùåëü ðàçìåðîì 2m.

Äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ ñïåêòð òàêæå äèñêðåòåí,íî ùåëü ìåæäó ïîëîæè-

òåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè ïðîïàäàåò.

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì î íàèíèçøåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû(âàêóóìå), íå

íàêëàäûâàÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ñèñòåìå.

ßñíî, ÷òî âûãîäíî èìåòü êàê ìîæíî áîëüøå ÷àñòèö íà îòðèöàòåëüíûõ

óðîâíÿõ. Â òî æå, âðåìÿ ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè. Ïî ïðèíöèïó Ïàóëè,

â îäíîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñîñòîÿíèåì ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé áóäåò òàêîå, â êîòîðîì âñå îòðèöà-

òåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè çàïîëíåíû( ò.å. íà êàæäîì óðîâíå ñ E < 0 íàõîäèòñÿ

ïî îäíîìó ôåðìèîíó), à âñå ïîëîæèòåëüíûå óðîâíè � ñâîáîäíû. Ñèñòåìó
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çàïîëíåííûõ îòðèöàòåëüíûõ óðîâíåé íàçûâàþò ìîðåì Äèðàêà, èëè âàêóóìîì

Äèðàêà.

Ïðè îòñ÷åòå èìïóëüñà, ýíåðãèè, ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ïðî÷èõ ïàðàìåòðîâ

ïðèíèìàåì ñîñòîÿíèå äèðàêîâñêîãî âàêóóìà çà íóëåâîå, ò.å. çà íà÷àëî

îòñ÷åòà.

Äîáàâèì âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî

çàðÿä ôåðìèîíà ðàâåí e = +1. Ðàññìàòðèì ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

âèäà

A0 = −Zf(x) A1 = 0, (9)

ãäå f(x) - óçêàÿ ôóíêöèÿ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí 1 (ãëàäêèé àíàëîã δ-

ôóíêöèè).Äëÿ ó÷åòà íàëè÷èÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàìåíèì ïðîèçâîäíûå

â óðàâíåíèè (1) íà êîâàðèàíòíûå:

∂t → Dt = ∂t − iA0

∂x → Dx = ∂x − iA1

Ïîëó÷èì:

iαDxΨ(x, t) = iDtΨ(x, t), (10)

Âûïîëíèâ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü (10) â âèäå

(ĤD + Ĥint)Ψ(x, t) = i∂tΨ(x, t), (11)

ãäå ñëàãàåìîå Ĥint = −A1α − A0 - ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðî-

ìàãíèòíûì ïîëåì. Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = ĤD + Ĥint. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ
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â âèäå

ψ(x) =

ψL(x)

ψR(x)

 , (12)

ãäå ψL(x) è ψR(x) - âîëíîâûå ôóíêöèè ëåâûõ è ïðàâûõ ôåðìèîíîâ. Ëåãêî

âèäåòü,÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà â äàííîì ñëó÷àå ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà íåçàâè-

ñèìûõ óðàâíåíèÿ. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà (11) èìåþò âèä:

ψL
n (x) =

1√
L
e−i(Z

∫
f(x)dx+Enx), ψR

n (x) =
1√
L
ei(Z

∫
f(x)dx+Enx) (13)

À ýíåðãèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé ðàâíà :

EL
n = ER

n =
2πn− Z

L
(14)
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Èñ÷åçíîâåíèå çàðÿäà

Ïóñòü íåêîòîðûé ïàðàìåòð ãàìèëüòîíèàíà Äèðàêà èçìåíÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêè

ìåäëåííî âî âðåìåíè. Òîãäà, ñîãëàñíî àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìå, ïðîèëëþñòðè-

ðîâàííîé â Ïðèëîæåíèè, ýòî èçìåíåíèå íå ïðèâåäåò ê ïåðåñîêó ÷àñòèö íà

äðóãèå óðîâíè ìãíîâåííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Âûøå ìû ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (13) è ñïåêòð (14) ãàìèëüòîíèàíà

Äèðàêà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè àäèàáàòè÷åñêîì èçìåíåíèè Z íà 2πn, n =+
−

1,+− 2,+− 3, ..., âîëíîâûå ôóíêöèè (13) íå ìåíÿþòñÿ.

Ðàññìîòðèì àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà Z îò íóëåâîãî

çíà÷åíèÿ äî çíà÷åíèÿ Z = 2πk. Ïðè ýòîì óðîâíè ýíåðãèè àäèàáàòè÷åñêè

äâèæóòñÿ âíèç;â êîíöå ïðîöåññà ðîâíî k ïðàâûõ è k ëåâûõ óðîâíåé

îñâîáîäÿòñÿ. Êàæåòñÿ, ÷òî çàðÿä ñèñòåìû ïðè ýòîì óìåíüøèëñÿ íà 2k.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ïðèðîäû. Íåñîõðàíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî

çàðÿäà, åñëè îíî äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî, ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå

ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ìîäåëè Äèðàêà. Ê ñ÷àñòüþ,ýòîò ïàðàäîêñ ëåãêî

ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.
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Ðàçðåøåíèå ïàðàäîêñà

Ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â+n , ân ëåâûõ ôåðìèîíîâ ñ

âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè ψL
n (x), è îïðåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ b̂+n , b̂n

ïðàâûõ ôåðìèîíîâ ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè ψR
n (x),âòîðè÷íîêâàíòîâàííûå

ôåðìèîííûå îïåðàòîðû èìåþò âèä:

ψ̂L(x) =
∑
n

ψL
n (x)ân (15)

è

ψ̂R(x) =
∑
n

ψR
n (x)̂bn (16)

Îòìåòèì êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ - óíè÷òîæåíèÿ :

{â+n , â+k } = {b̂+n , b̂+k } = 0 {ân, â+k } = {b̂n, b̂+k } = δnk (17)

Ïîä ôèãóðíûìè ñêîáêàìè çäåñü ïîíèìàþòñÿ àíòèêîììóòàòîðû. Îòìåòèì,

÷òî

îïåðàòîðû â+n , b̂
+
n , äåéñòâóþùèå íà çàïîëíåííûé óðîâåíü äèðàêîâñêîãî

âàêóóìà, àííèãåëèðóþò åãî. Òàêæå àííèãåëèðóþò âàêóóì îïåðàòîðû ân, b̂n,

äåéñòâóþùèå íà ñâîáîäíûé óðîâåíü. Óñëîâèå àííèãèëÿöèè âàêóóìà

Äèðàêà, ñîãëàñíî (14), ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

n >
Z

2π
(18)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ êîììóòàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ:

{ψ̂+
L (x), â

+
n } = (ψL

n (x))
+, {ψ̂+

R(x), b̂
+
n } = (ψR

n (x))
+,
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{ψ̂L(x), ân} = (ψL
n (x)), {ψ̂R(x), b̂n} = (ψR

n (x)),

ñëåäóþùèå èç (14),(15) è (16). Âû÷èñëèì ïëîòíîñòü çàðÿäà âàêóóìà,

îïðåäåëÿåìóþ ñ ïîìîùüþ âòîðè÷íîêâàíòîâàííûõ ôåðìèîííûõ

îïåðàòîðîâ êàê:

ρ = ⟨ψ̂+
L (x) + ψ̂+

R(x), ψ̂L(x) + ψ̂R(x)⟩ (19)

Óñðåäíåíèå â (19) ïðîâîäèòñÿ ïî äèðàêîâñêîìó âàêóóìó. Bîîáùå ãîâîðÿ,

âåëè÷èíà ρ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè âñëåäñòèâå ïðèñòóòñâèÿ â ìîðå Äèðàêà

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðîâíåé.Ïîýòîìó, äëÿ òîãî,÷òîáû ïîëó÷èòü êîíå÷íîå

çíà÷åíèå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà âàêóóìà, âîñïîëüçóåìñÿ

ðåãóëÿðèçàöèåé, â êà÷åñòâå êîòîðîé èñïîëüçóåì ðàçäâèæêó òî÷åê îïåðàòîðîâ:

ρL,R(x) = lim
ε→0

[
⟨ψ̂+

L,R(x− ε) ψ̂L,R(x+ ε)⟩Z=2πm−

−⟨ψ̂+
L,R(x− ε) ψ̂L,R(x+ ε)⟩Z=0

]
(20)

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (12) è (13) äëÿ ïîëó÷åííûõ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñïåêòðà äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, è ïîäñòâàëÿÿ

èõ â (18), ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà âàêóóìà äëÿ ñèñòåì ñî

çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà Z = 2πk:

ρ(x) =
∑
n> Z

2π

ψ+
n (x− ε)ψn(x+ ε) = 2

Zf(x)

2π
(21)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî çàðÿäà ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííóþ

âåëè÷èíó ïî ïîëíîìó ïðîñòðàíñòâó. Îòñþäà ïîëó÷àåì çàðÿä âàêóóìà δQ:

δQ =

∫
2
Zf(x)

2π
dx = 2k (22)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî àäèàáàòè÷åñêîå âêëþ÷åíèå ýëåêòðîìàã-
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íèòíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè (8), ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïëîòíîñòè çàðÿäà

âàêóóìà.Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà Z îò íóëÿ äî 2πk, ïëîòíîñòü çàðÿäà

âàêóóìà óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó 2Zf(x)
2π , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî

2k ôåðìèîíîâ "ðàñòâîðèëîñü"â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå óðîâíåé ìîðÿ Äèðàêà.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå QZ=0 = QZ=2πk − 2k, ãäå QZ � îáùèé

çàðÿä âàêóóìà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà Z. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò

î âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â êóðñîâîé ðàáîòå:

� Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïåðåõîäå Z = 0 → Z = 2πn ðîâíî

2k ÷àñòèö "ðàñòàÿëî"â ìîðå Äèðàêà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà ó ìîðÿ

Äèðàêà ïîÿâèëñÿ çàðÿä ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x) = 2Zf(x)
2π .

� Ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà âûïîëíÿåòñÿ. Àäèàáàòè÷åñêîå

âêëþ÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïëîòíîñòè

çàðÿäà âàêóóìà, íî íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ îáùåãî çàðÿäà.
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Ïðèëîæåíèå

Ðàññìîòðèì ìîðå Äèðàêà. Ïóñòü ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà ìåäëåííî çàâèñÿò

îò âðåìåíè.

Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä:

HDΨ = i∂tΨ (23)

Ïóñòü Ψ = Ψ( tτ )

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð τ - áîëüøîé. Ââåäåì ñîáñòâåííûé âåêòîð

ìãíîâåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Äèðàêà ψ.Ðàçëîæèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ψ ïî

áàçèñó âîëíîâûõ ôóíêöèé ϕn:

ψ =
∑
n

anϕn (24)

Ïîëó÷èì:

i
∑
n

(∂tanϕn + an∂tϕn) =
∑

n(Enanϕn) (25)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôåöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ an óìíîæèì (23) íà ϕ+k .

Òîãäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

i(∂tak + ak(ϕ
+
k , ∂tϕk)) = akEk (26)

Òàê êàê ϕn = ϕn(
t
τ ), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî τ - áîëüøîå, ìîæåì ïðèíåáðå÷ü

ñëàãàåìûì ak(ϕ
+
k , ∂tϕk) ∝ ak

τ . Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) â ãëàâíîì

ïîðÿäêå ïî τ èìååò âèä:

ak = Cke
−iEkt (27)

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè

Ψ(0) =

1

0

 .
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Òîãäà, èç (22) è (25) ïîëó÷àåì ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà

(21):

Ψ =

ψ1

0

 ≡

e−iEkt

0


Ìû âèäèì, ÷òî åñëè èçìåíåíèå íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ãàìèëüòîíèàíà

ïðîèñõîäèò àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî, òî ýòî èçìåíåíèå íå ïðèâîäèò ê

ïåðåñêîêó ÷àñòèö íà äðóãèå óðîâíè ìãíîâåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Äèðàêà.

Äàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû.
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