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Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, ïðîöåäóðà êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ñõåìàòè÷åñêè âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) Ñòðîèòñÿ ãàìèëüòîíîâà ôîðìóëèðîâêà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû.

á) Ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðàìè íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà.

â) Êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå ñîïîñòîâëÿåòñÿ îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â òîì æå ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

ã) Ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèÿ ñî âðåìåíåì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòè ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ñèñòåìû,
äëÿ êîòîðûõ ýòîãî ñäåëàòü íå óäà¼òñÿ. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ñî ñâÿçÿìè,
èëè îñîáåííûìè ñèñòåìàìè.

Â ðàáîòå ðàçîáðàíû äâà ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþùèå ãàìèëüòîíîâó äèíàìèêó ñèñòåì
ñî ñâÿçÿìè â êëàññè÷åñêîì è ïñåâäîêëàññè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.

1. Ïðîòîòèï ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L =
1

2
(χ̇− φ)2 − V (χ, φ). (1)

Íàõîäèì îáîáùåííûå èìïóëüñû. Îäíà èç ñêîðîñòåé íå âõîäèò â ëàãðàíæèàí è ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ

pχ = χ̇− φ, (2)

pφ = 0. (3)

Òàê ìû ïîëó÷àåì îäíó, òàê íàçûâàåìóþ ïåðâè÷íóþ, ñâÿçü

ϕ1 = pφ. (4)

Äàëåå âåçäå áóäåì íàçûâàòü ðàâåíñòâà, âûïîëíÿþùèåñÿ òîëüêî ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ñâÿ-
çåé ñëàáûìè ðàâåíñòâàìè è ñèëüíûìè ðàâåíñòâàìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå è îáîçíî÷àòü ñèì-
âîëîì ≈. Òàê, åñëè âåëè÷íèíû a è b ðàâíû â ñëàáîì ñìûñëå, òî

a = b+ viϕi,

ãäå ϕi � ñâÿçè, à vi � íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ïåðåõîäèì ê ãàìèëüòîíèàíó

H = pχχ̇+ pφφ̇− L =
1

2
p2χ + pχφ+ pφφ̇+ V (χ, φ) ≈ 1

2
p2χ + pχφ+ V (χ, φ). (5)

Ãàìèëüòîíèàí, çàäàííûé òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê ìû ìîæåì äîáà-
âèòü ê íåìó ïðîèçâåäåíèå ñâÿçè ϕ1 íà ëþáóþ ôóíêöèþ (íå îáÿçàòåëüíî òîëüêî êîîðäèíàò
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è èìïóëüñîâ), îáðàùàþùååñÿ â íîëü ïðè ϕ1 = 0. Òàêèì îáðàçîì ìû ïåðåøëè ê ïîëíîìó
ãàìèëüòîíèàíó

H∗ =
1

2
p2χ + pχφ+ V (χ, φ) + c1ϕ1, (6)

H∗ ≈ H. (7)

Âàðüèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) íàõîäèì

δH∗ ≈ δ(pχχ̇+ pφφ̇− L),

δH∗ =
∂V

∂χ
δχ+ (pχ +

∂V

∂φ
)δφ+ (pχ + φ)δpχ + c1δpφ + ϕ1δc1, (8)

δ(pχχ̇+ pφφ̇− L) = δpχχ̇+ δpφφ̇+ pχδχ̇+ pφδφ̇−
∂L

∂χ̇
δχ̇− ∂L

∂φ̇
δφ̇− ∂L

∂χ
δχ− ∂L

∂φ
φ =

= δpχχ̇+ δpφφ̇+ pχδχ̇+ pφδφ̇− pχδχ̇− pφδφ̇−
∂L

∂χ
δχ− ∂L

∂φ
φ =

= δpχχ̇+ δpφφ̇− ṗχδχ− ṗφδφ, (9)

îòêóäà, ñðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèÿõ â âûðàæåíèÿõ (8) è (9), ïîëó-
÷àåì ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

χ̇ ≈ pχ + φ, (10)

φ̇ ≈ c1, (11)

ṗχ ≈ −
∂V

∂χ
, (12)

ṗφ ≈ −pχ −
∂V

∂φ
. (13)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ëþáîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, ÿâíî îò âðåìåíè íå
çàâèñÿùåé, èìååò âèä

ġ =
∂g

∂χ
χ̇+

∂g

∂φ
φ̇+

∂g

∂pχ
ṗχ +

∂g

∂pφ
ṗφ (14)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (10), (11), (12), (13) ìîæíî óáåäèòüñÿ ÷òî îíà
ðàâíà

ġ ≈ {g,H}+ c1{g, ϕ1}, (15)

ãäå {a, b} � ñêîáêà Ïóàññîíà, îïðåäåëåííàÿ êàê

{a, b} =
∂a

∂χ

∂b

∂pχ
+
∂a

∂φ

∂b

∂pφ
− ∂a

∂pχ

∂b

∂χ
− ∂a

∂pφ

∂b

∂φ
. (16)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäñòâèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Ìû èìååì ñâÿçü (4), êîòîðàÿ äîëæíà áûòü
ðàâíà íóëþ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ìîæíî ïðèìåíèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âçÿâ â
êà÷åñòâå g ôóíêöèþ (4). Òàê êàê ϕ̇1 äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ïîëó÷àåì óñëîâèå íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè

{ϕ1, H} ≈ 0,
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âåäóùåå ê

pχ +
∂V

∂φ
= 0. (17)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì íîâóþ ñâÿçü íà êîîðäèíàòû è èìïóëüñû, íå ñâîäÿùóþñÿ ê
ïåðâè÷íûì ñâÿçÿì. Òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ âòîðè÷íûìè. Åñëè â íàøåé òåîðèè ïîÿâè-
ëàñü âòîðè÷íàÿ ñâÿçü, òî ìû ïîëó÷àåì åùå îäíî óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, òàê êàê ìû
ìîæåì ïîäñòàâèòü âòîðè÷íóþ ñâÿçü (17) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïîòðåáîâàòü ÷òîáû åå
ïðîèçâîäíàÿ áûëà ðàâíà íóëþ. Îáîçíà÷àÿ âòîðè÷íóþ ñâÿçü ϕ2, ïîëó÷àåì

{ϕ2, H}+ c1{ϕ2, ϕ1} ≈ 0.

Îòêóäà, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, íàõîäèì

∂2V

∂χ∂φ
(pχ + φ)− ∂V

∂χ
+ c1

∂2V

∂φ2
= 0. (18)

Çäåñü, â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïîòåíöèàëà V (χ, φ) ìîæíî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.

1)
V (χ, φ) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê òîæäåñòâó 0 = 0
è íèêàêèõ íîâûõ ñâÿçåé ìû íå ïîëó÷àåì. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (10), (11), (12), (13)
èìåþò âèä

χ̇ ≈ pχ + φ,

φ̇ ≈ c1,

ṗχ ≈ 0,

ṗφ ≈ −pχ.

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü (4) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

χ̇ = φ,

φ̇ = c1,

pχ = 0,

pφ = 0,

ðåøåíèåì êîòîðûõ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ φ(0) = φ0, χ(0) = χ0 ÿâëÿþòñÿ

χ = χ0 + φ0t+

∫ t

0

α(t′)dt′,

φ = φ0 + α(t),

pχ = 0,

pφ = 0,

ãäå α(t) � ôóíêöèÿ âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ α(0) = 0, à â îñòàëüíîì
ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ôóíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë â
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ðåøåíèÿõ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðîèçâîëà ìîæíî âèäåòü è áåç ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ, òàê òàê ëàãðàíæèàí (1) ïðè V (χ, φ) = 0 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé

χ→ χ+ γ,

φ→ φ+ γ̇,

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè γ(t). Òàêàÿ èíâàðèàíòíîñòü íàçûâàåòñÿ êàëèáðî-
âî÷íîé.

Ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è ïðè
∂2V

∂χ∂φ
=
∂V

∂χ
=
∂2V

∂φ2
= 0. Óðàâíåíèÿ (18) ñâî-

äèòñÿ ê 0 = 0, à ïîòåíöèàë â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä V (χ, φ) = α1φ + α2, ãäå α1 è
α2 � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ëàãðàíæèàí ñ òàêèì ïîòåíöèàëîì èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé

χ→ χ+ γ,

φ→ φ+ γ̇,

ãäå γ̇ � êîíñòàíòà.

2)
∂2V

∂φ2
= 0,

∂2V

∂χ∂φ
6= 0. (19)

Óðàâíåíèÿ (18) ñâîäèòñÿ ê ñâÿçè íà êîîðäèíàòû è èìïóëüñû

ϕ3 =
∂2V

∂χ∂φ
(pχ + φ)− ∂V

∂χ
= 0, (20)

óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äëÿ êîòîðîé

{ϕ3, H}+ c1{ϕ3, ϕ1} = 0,

ïðèâîäèò ê ñâÿçè

ϕ4 = (Vχχφ(pχ + φ)− Vχχ) (pχ + φ)− VχφVχ = 0. (21)

Äëÿ ñâÿçè (21) óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

{ϕ4, H}+ c1{ϕ4, ϕ1} = 0

ïðèâîäèò ê

Vχχχφ(pχ + φ)3 − Vχχχ(pχ + φ)2 − (3VχχφVχ − VχφVχχ)(pχ + φ) + VχχVχ+

+c1(Vφχχ(pχ + φ)− Vχχ − V 2
χφ) = 0. (22)

Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ ïðè c1 â (22), ìîæíî ëèáî âûðàçèòü c1
è èçáàâèòüñÿ îò ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîèçâîëà â (10), (11),(12),(13), ëèáî ïðîäîëæèòü
ïðîöåññ.
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3)
∂2V

∂φ2
6= 0

Òåïåðü ó íàñ åñòü ñâÿçü, íàêëàäûâàåìàÿ íà êîýôôèöèåíò c1. Óðàâíåíèå (18), î÷åâèä-
íî, ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî c1

c1 =
Vχ
Vφφ
− Vχφ
Vφφ

(pχ + φ),

çíà÷èò, ïðè ïîòåíöèàëå, íåëèíåéíîì ïî êîîðäèíàòå φ ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ôóíêöè-
îíàëüíîãî ïðîèçâîëà è çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàê

H∗ =
1

2
p2χ + pχφ+ V (χ, φ) +

(
Vχ
Vφφ
− Vχφ
Vφφ

(pχ + φ)

)
pφ,

χ̇ = pχ + φ,

φ̇ =
Vχ
Vφφ
− Vχφ
Vφφ

(pχ + φ),

ṗχ = −∂V
∂χ

,

ṗφ = −pχ −
∂V

∂φ
.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè. Â êâàíòîâîé òåî-
ðèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñû çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ñêîáêè Ïóàññîíà (16) íà êîììóòàòîðû

{a, b} → i~[a, b],

[a, b] = ab− ba.

Êîììóòàòîðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöè-
îííûì ñîîòíîøåíèÿì

[χ, pχ] = i~,

[φ, pφ] = i~.

Îäíàêî, ìû èìååì ñâÿçü pφ = 0, ÷òî âëå÷åò ïðîòèâîðå÷èå

[φ, pφ] = φpφ − pφφ = i~ = 0.

Êðîìå òîãî, êîììóòàòîðû ñâÿçåé äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íîëü, à ýòî íå âñåãäà ïðîèñõîäèò,
òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ñêîáêà Ïóàññîíà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåíóëåâîé.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè è ââåäåì íóæíóþ òåðìèíîëîãèþ. Áóäåì íà-
çûâàòü ôóíêöèþ R âåëè÷èíîé ïåðâîãî ðîäà åñëè åå ñêîáêè Ïóàññîíà ñî âñåìè ñâÿçÿìè ϕi
îáðàùàþòñÿ â íîëü

∀i : {R,ϕi} = 0,
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è âåëè÷èíîé âòîðîãî ðîäà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ϕ1 è ϕ2 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè âòîðîãî
ðîäà, òàê êàê

{ϕ1, ϕ2} = −∂
2V

∂φ2
6= 0.

ßñíî, ÷òî èìåííî ñâÿçè âòîðîãî ðîäà âûçûâàþò ïðîòèâîðå÷èÿ, òàê êàê èõ ñêîáêè Ïóàñ-
ñîíà îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñëåäóÿ Äèðàêó, îò ýòèõ ïðîòèâîðå÷èé ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè
ìîäèôèöèðîâàòü ñêîáêè Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

∆ =

(
{ϕ1, ϕ1} {ϕ1, ϕ2}
{ϕ2, ϕ1} {ϕ2, ϕ2}

)
=

(
0 −Vφφ
Vφφ 0

)
. (23)

Åå îïðåäåëèòåëü det(∆) = V 2
φφ íå ðàâåí íóëþ, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà

∆−1 =

(
0 V −1φφ

−V −1φφ 0

)
. (24)

Èñêîìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñêîáîê Ïóàññîíà (ò.í. ñêîáêè Äèðàêà) èìååò âèä

{a, b}∗ = {a, b} − {a, ϕs}css′{ϕs′ , b},

ãäå css′ � ýëåìåíòû ìàòðèöû (24). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ñêîáêà, àíàëîãè÷íî
ñêîáêå Ïóàññîíà, ëèíåéíà, óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì Ëåéáíèöà è ßêîáè, à òàêæå ñ åå
ïîìîùüþ ìîæíî çàïèñàòü â ïîõîæåé ôîðìå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

{g,H∗}∗ = {g,H∗} − {g, ϕs}css′{ϕs′ , H∗} ≈ {g,H∗} ≈ ġ,

ò.ê. âñå ÷ëåíû âèäà {ϕs′ , H∗} îáðàùàþòñÿ â íîëü. Êðîìå òîãî, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ f è ñîñòàâèòü ñêîáêó Äèðàêà ñ îäíîé èç ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà ïîëó÷èì

{f, ϕi}∗ = {f, ϕi} − {f, ϕs}css′{ϕs′ , ϕi} = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçè ϕ1 è ϕ2 ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ äî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê.

2. Ïðîòîòèï ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L = αχφ̇− (1− α)χ̇φ− V (χ, φ), (1)

ãäå α � êîíñòàíòà, χ, φ, χ̇, φ̇ � íå÷åòíûå ýëåìåíòû ãðàññìàíîâîé àëãåáðû (òî åñòü, ïî
îïðåäåëåíèþ, àíòèêîììóòèðóþùèå äðóã ñ äðóãîì), à V (χ, φ) � ÷åòíûé (òî åñòü, êîììóòè-
ðóþùèé ñî âñåìè ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè ýëåìåíòàìè). Îïðåäåëèì îáîáùåííûå èìïóëüñû
êàê ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà ïî ñêîðîñòÿì

pχ =
∂RL

∂χ̇
= (1− α)φ,

pφ =
∂RL

∂φ̇
= αχ.

Îáà èìïóëüñà çäåñü íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòåé, è ìû èìååì äâå ïåðâè÷íûõ ñâÿçè

ϕ1 = pχ − (1− α)φ = 0,
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ϕ2 = pφ − αχ = 0.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà â âèäå pχχ̇ + pφφ̇ − L è âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ
ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

H = V (χ, φ) + ϕ1χ̇+ ϕ2φ̇.

è ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí,
H∗ = V (χ, φ) + c1ϕ1 + c2ϕ2, (2)

H∗ ≈ H.

ãäå c1 è c2 - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Âàðüèðóÿ âûðàæåíèå (2)

δH∗ ≈
(
∂RH

∂χ
+ ci

∂Rϕi
∂χ

)
δχ+

(
∂RH

∂φ
+ ci

∂Rϕi
∂φ

)
δφ+

(
∂RH

∂pχ
+ ci

∂Rϕi
∂pχ

)
δpχ+

(
∂RH

∂pφ
+ ci

∂Rϕi
∂pφ

)
δpφ,

è ñðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèÿõ ñ

δ(pχχ̇+ pφφ̇− L) = δpχχ̇+ δpφφ̇+ pχδχ̇+ pφδφ̇−
∂RL

∂χ̇
δχ̇− ∂RL

∂φ̇
δφ̇− ∂RL

∂χ
δχ− ∂RL

∂φ
φ =

= δpχχ̇+ δpφφ̇− ṗχδχ− ṗφδφ,
ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

χ̇ ≈ −∂RH
∗

∂pχ
≈ −∂RH

∂pχ
− c1

∂Rϕ1

∂pχ
− c2

∂Rϕ2

∂pχ
= −c1, (3)

φ̇ ≈ −∂RH
∗

∂pφ
≈ −∂RH

∂pφ
− c1

∂Rϕ1

∂pφ
− c2

∂Rϕ2

∂pφ
= −c2, (4)

ṗχ ≈ −
∂RH

∗

∂χ
≈ −∂RH

∂χ
− c1

∂Rϕ1

∂χ
− c2

∂Rϕ2

∂χ
= −∂V

∂χ
+ αc2, (5)

ṗφ ≈ −
∂RH

∗

∂φ
≈ −∂RH

∂φ
− c1

∂Rϕ1

∂φ
− c2

∂Rϕ2

∂φ
= −∂V

∂φ
+ (1− α)c1. (6)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ëþáîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, ÿâíî îò âðåìåíè íå
çàâèñÿùåé, ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê

ġ =
∂Rg

∂χ
χ̇+

∂Rg

∂φ
φ̇+

∂Rg

∂pχ
ṗχ +

∂Rg

∂pφ
ṗφ. (7)

Ïîäñòàâëÿÿ â (7) âûðàæåíèÿ (3), (4), (5), (6) ïîëó÷àåì

ġ = −∂Rg
∂χ

∂RH
∗

∂pχ
− ∂Rg

∂φ

∂RH
∗

∂pφ
− ∂Rg

∂pχ

∂RH
∗

∂χ
− ∂Rg

∂pφ

∂RH
∗

∂φ
. (8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷åòíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂Ra

∂p
è
∂Rb

∂q
äëÿ íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ p è q

ðàâíû Pa − 1 è Pb − 1 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå Pa è Pb � ÷åòíîñòè ýëåìåíòîâ a è b, ïîëó÷àåì
íåáîõîäèìóþ ìîäèôèêàöèþ ñêîáêè Ïàóññîíà â âèäå

{a, b}q,p = −∂Ra
∂qn

∂Rb

∂pn
− (−1)(Pa−1)(Pb−1)∂Rb

∂qn

∂Ra

∂pn
. (9)
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Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

ġ ≈ {g,H}+ c1{g, ϕ1}+ c2{g, ϕ2}, (10)

ãäå g - ëþáàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ.
Óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äëÿ ñâÿçåé ϕ1 è ϕ2

{ϕ1, H}+ c1{ϕ1, ϕ1}+ c2{ϕ1, ϕ2} ≈ 0,

{ϕ2, H}+ c1{ϕ2, ϕ1}+ c2{ϕ2, ϕ2} ≈ 0,

ïðèâîäÿò ê

c1 =
∂RV

∂χ
,

c2 =
∂RV

∂φ
.

Çäåñü ìû èìååì òîëüêî ñâÿçè íà êîýôôèöèåíòû c1 è c2, óñòðàíÿþùèå ôóíêöèîíàëüíûé
ïðîèçâîë. Ñ èõ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (3), (4), (5), (6) èìåþò âèä

χ̇ =
∂RV

∂χ
,

φ̇ =
∂RV

∂φ
,

ṗχ = −∂RV
∂χ

+ α
∂V

∂φ
,

ṗφ = −∂RV
∂φ

+ (1− α)
∂V

∂χ
.

Îäíàêî, ïåðâè÷íûå ñâÿçè ϕ1 è ϕ2 ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè âòîðîãî ðîäà

{ϕ1, ϕ2} = {ϕ2, ϕ1} = 1,

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîé çàäà÷å íàõîäèì

∆ =

(
{ϕ1, ϕ1} {ϕ1, ϕ2}
{ϕ2, ϕ1} {ϕ2, ϕ2}

)
=

(
0 1
1 0

)
,

∆−1 =

(
0 1
1 0

)
,

çàïèñûâàåì ñêîáêè Äèðàêà

{a, b}∗ = {a, b} − {a, ϕs}css′{ϕs′ , b}, (11)

è òåì ñàìûì ïðèâîäèì ïåðâè÷íûå ñâÿçè ê ïåðâîìó ðîäó.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (10), çàïèñàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêîáêè (11), ñîâïàäàþò ñ èñ-

õîäíûìè
ġ = {g,H∗}∗ ≈ {g,H∗}.

Êðîìå òîãî, íîâàÿ ñêîáêà äëÿ χ, φ ðàâíà

{χ, φ}∗ = −2,

÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ êîîðäèíàò

∆χ∆φ ≥
1

2
|[χ, φ]| = ~.
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