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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàéòè ãàìèëüòîíèàí è âûïèñàòü ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ
äâóìÿ îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè qi, i = 1, 2 è ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2

∑
i,j=1,2

Mij q̇iq̇j +
∑
i=1,2

Niq̇i −
1

2

∑
i,j=1,2

Vij qiqj

ãäå Mij, Ni è Vij �÷èñëà (íå çàâèñÿò îò qi è îò âðåìåíè). Ìàòðèöà V íå âûðîæäåíà, ïðî
M è N íè÷åãî íå èçâåñòíî.

2 Ðåøåíèå

Ïî óñëîâèþ ïðî ìàòðèöó M íè÷åãî íå èçâåñòíî, ïîýòîìó â çàäà÷å ñóùåñòâóåò äâà
ñëó÷àÿ: êîãäà M âûðîæäåíà è êîãäà íå âûðîæäåíà.

2.1 Ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû

Ðàñcìîòðèì ñòàíäàðòíûé ñëó÷àé, êîãäàM íå âûðîæäåíà. Èñïîëüçóåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ:

M =

(
M1 M0

M0 M2

)
V =

(
V1 V0
V0 V2

)
.

Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ââåä¼ì èìïóëüñû:{
p1 =

∂L
∂q̇1

=M1q̇1 +M0q̇2 +N1;

p2 =
∂L
∂q̇2

=M0q̇1 +M2q̇2 +N2.

Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ q̇1è q̇2 îïðåäåëèòåëü
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé M è ïîýòîìó îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:{

q̇1 =
M0(p2−N2)−M2(p1−N1)

M2
0−M1M2

;

q̇2 =
M0(p1−N1)−M1(p2−N2)

M2
0−M1M2

.

Ãàìèëüòîíèàíîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

H = pnq̇n − L (1)

âûðàæåííàÿ ÷åðåç p è q. Åñëè ïîäñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿ q̇1 è q̇2 âìåñòå ñ ëàãðàíæèàíîì
èç óñëîâèÿ çàäà÷è, òî ïîëó÷èì:

H = −
M2

2
(p1 −N1)

2 −M0(p1 −N1)(p2 −N2) +
M1

2
(p2 −N2)

2

M2
0 −M1M2

+
1

2

∑
i,j=1,2

Vij qiqj. (2)

Äàëåå ëåãêî íàïèñàòü ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
q̇1 =

∂H
∂p1

= M0(p2−N2)−M2(p1−N1)

M2
0−M1M2

;

q̇2 =
∂H
∂p2

= M0(p1−N1)−M1(p2−N2)

M2
0−M1M2

;

ṗ1 = −∂H
∂q1

= −V1q1 − V0q2;

ṗ2 = −∂H
∂q2

= −V0q1 − V2q2.
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2.2 Ñëó÷àé âûðîæäåííîé ìàòðèöû

Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà M âûðîæäåíà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

pn =
∂L

∂q̇n
. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî q̇n. Áåç äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé íåîäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì íóëþ, ìîæåò íå
èìåòü ðåøåíèé. Òàê êàê ìû õîòèì, ÷òîáû ðåøåíèÿ áûëè, ïðèäåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå
îãðàíè÷åíèÿ íà pn è qn. Èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ñîâìåñòîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü íåîäíîðîäíîñòè
âñåì ðåøåíèÿì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé. Â íàøåì ñëó÷àå
îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé âûãëÿäèò òàê:{

M1q̇1 +M0q̇2 = 0;

M0q̇1 +M2q̇2 = 0.

Âûáåðåì çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííþó q̇1. Òîãäà ðåøåíèå òàêîâî:

a =

(
1

−M1

M0

)
q̇1. (4)

Íåîäíîðîäíîñòü íà÷àëüíîé ñèñòåìû:

r =

(
p1 −N1

p2 −N2

)
. (5)

Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè íàøåé ñèñòåìû óðàâíåíèé
áóäåò âûïîëíåíèå ñâÿçè:

ϕ = (p1 −N1)−
M1

M0

(p2 −N2) = p1 − kp2 −N1 + kN2 = 0. (6)

Ãäå k = M1

M0
. Â îáùåì ñëó÷àå èç óðàâíåíèé (3) ìîæåò ïîëó÷èòñÿ íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé

òèïà ϕk(p, q) = 0, k = 1..N , êîòîðûå îáû÷íî íàçûâàþò ïåðâè÷íûìè ñâÿçÿìè. Òàêèì
îáðàçîì â äàííîé çàäà÷å ìû ïîëó÷èëè îäíó ïåðâè÷íóþ ñâÿçü.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ âûðàæåíèåì:

H = pnq̇n − L . (7)

Âû÷èñëèì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë H.

dH =
∂H

∂qn
dqn +

∂H

∂q̇n
dq̇n +

∂H

∂pn
dpn = −∂L

∂qn
dqn + (pn −

∂L

∂q̇n
)dq̇n + q̇ndpn. (8)

Åñëè qn, q̇n è pn óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3), òî

pn −
∂L

∂q̇n
= 0, (9)

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∂H
∂ ˙qn

= 0 è H íå çàâèñèò îò q̇n. Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà H

íå çàâèñèò îò q̇n òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè ñâÿçè (6), òàê êàê ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî
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è äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû(3). Âûðàæåííàÿ ÷åðåç p è q îíà
íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì è îáîçíà÷àåòñÿ H .

Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ëàãðàíæèàíà, äàííîãî â çàäà÷å. Âûðàçèì q̇2 èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû:

q̇2 =
p1 −N1

M0

− kq̇1 . (10)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (7) óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñâÿçè (6):

H = p1q̇1 + p2q̇2 − L =

= p1q̇1+p2

(
p1 −N1

M0

− kq̇1

)
−1

2
M1q̇1

2−M0q̇1

(
p1 −N1

M0

− kq̇1

)
−1

2
M2

(
p1 −N1

M0

− kq̇1

)2

−

−N1q̇1 −N2

(
p1 −N1

M0

− kq̇1

)
+

1

2

∑
i,j=1,2

Vij qiqj. (11)

Ïðîâîäÿ àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëüîâàíèåì ïåðâè÷íîé ñâÿçè è ñîîòíîøåíèÿ
k = M1

M0
= M0

M2
, ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí:

H =
(p1 −N1)(p2 −N2)

2M0

+
1

2

∑
i,j=1,2

Vij qiqj. (12)

Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò ïîëó÷åíèå è èññëåäîâàíèå ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äëÿ
âåëè÷èíû L = pnq̇n − H ñ óðàâíåíèÿìè ñâÿçè ϕk(p, q) = 0:

δ

∫
(pnq̇n − H )dt = 0. (13)

Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé äëÿ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîýòîìó ìîæíî
ñðàçó çàïèñàòü ðåøåíèå:

q̇n =
∂H

∂pn
+ λk

∂ϕk

∂pn
; (14)

ṗn = −∂H
∂qn

− λk
∂ϕk

∂qn
. (15)

Ãäå λk - íåêîòîðûå ôóíêöèÿ p è q.
Â ñëó÷àå îäíîé ñâÿçè, êàê â äàííîé çàäà÷å, óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ:

q̇n =
∂H

∂pn
+ λ

∂ϕ

∂pn
; (16)

ṗn = −∂H
∂qn

− λ
∂ϕ

∂qn
. (17)

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñêîáîêè Ïóàññîíà. Åñëè
f è g äâå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ p è q, òî ñêîáêà Ïóàññîíà [f, g] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[f, g] =
∂f

∂qn

∂g

∂pn
− ∂f

∂pn

∂g

∂qn
. (18)
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ïåðåìåííûõ p è q èìååì:

ġ =
∂g

∂qn
q̇n +

∂g

∂pn
ṗn. (19)

Åñëè âìåñòî q̇n è ṗn ïîäñòàâèòü èõ çíà÷åíèÿ, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè (14) è (15) òî
ïîëó÷èì:

ġ = [g,H ] + λk[g, ϕk]. (20)

Âûïîëíåíèå óðàâíåíèé (14) è (15) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ äîñòèæåíèÿ
ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò ñâÿçü ϕ(p, q) =
0 íåèçìåííîé. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ϕ ïî âðåìåíè è ïðèðàâíÿåì åå ê
íóëþ.

ϕ̇ = [ϕ,H ] + λ[ϕ, ϕ] = −(V1q1 + V0q2) + k(V0q1 + V2q2) = 0. (21)

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñâÿçü ϕ ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ qn, òî åñòü ìû íàøëè
åùå îäíó ñâÿçü

χ1(p, q) = q1(kV0 − V1) + q2(kV2 − V0) = 0. (22)

Ñâÿçè òàêîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü âòîðè÷íûìè, òàê êàê äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ íóæíî
èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ñèñåòìó óðàâíåíèé (3), íî è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Câÿçü χ1 = 0 íåîáõîäèìà äëÿ âûïîëíåíèÿ ϕ = 0, ïîýòîìó ïðîâåðèì åå ñîõðàíåíèå
ïðè äàííûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

χ̇1 = [χ1,H ] + λ[χ1, ϕ] =

= (kV0 − V1)
(p2 −N2)

2M0

+ (kV2 − V0)
(p1 −N1)

2M0

+ λ

[
(kV0 − V1)− k(kV2 − V0)

]
= 0. (23)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü λ:

λ =
(p2 −N2)(kV0 − V1) + (p1 −N1)(kV2 − V0)

2M0

[
k2V2 − 2kV0 + V1

] . (24)

Ïðè ïîëó÷åííîì λ âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâÿçè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâû.
Òàêèì îáðàçîì èç íàáîðà âîçìîæíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìû âûäåëèëè òå, êîòîðûå

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñîõðàíÿþò êàê ïåðâè÷íûå, òàê è âòîðè÷íûå ñâÿçè.

q̇1 =
p2 −N2

2M0

+
(p2 −N2)(kV0 − V1) + (p1 −N1)(kV2 − V0)

2M0

[
k2V2 − 2kV0 + V1

] ; (25)

q̇2 =
p1 −N1

2M0

− k
(p2 −N2)(kV0 − V1) + (p1 −N1)(kV2 − V0)

2M0

[
k2V2 − 2kV0 + V1

] ; (26)

ṗ1 = −V1q1 − V0q2; (27)

ṗ2 = −V0q1 − V2q2. (28)

2.3 Íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ λk â ïðîèçâîëüíîì
ñëó÷àå

Â äàííîì ïóíêòå èññëåäóåì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ λk,
k = 1..N , N - ÷èñëî ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé. Ïóñòü ϕj, j = 1..M - ïîëíûé íàáîð ñâÿçåé,

4



ïåðâè÷íûõ è âòîðè÷íûõ (M ≥ N), êîòîðûå ìîãëè áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòà,
îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ýòè ñâÿçè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíû
âûïîëíÿòñÿ, ïîýòîìó èõ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ λk:

ϕ̇j = [ϕj,H ] + λk[ϕj, ϕk] = 0. (29)

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíðîäíîé. ×àñòíîå ðåøåíèå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü, èíà÷å
òåîðèÿ áûëà áû ïðîòèâîðå÷èâà. Åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
òî îáùåå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî. Âûÿñíèì ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ êîýôôèöèåíòû λk
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ îò q è p ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé ïåðâîãî ðîäà, åñëè åå
ñêîáêè Ïóàññîíà ñî âñåìè ϕj ðàâíû íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé âòîðîãî ðîäà.

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ðàâíà P ≤ N . Òîãäà
áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðèöû Vki, i = 1..P , ñòîëáöàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî χi = Vkiϕk ÿâëÿåòñÿ
ïåðåìåííîé ïåðâîãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî:

[χi, ϕj] = [Vikϕk, ϕj] = Vik[ϕk, ϕj] = 0. (30)

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî χi îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ïåðâîãî
ðîäà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé. Ïðåäïîëîæèì
îáðàòíîå. Ïóñòü akϕk âåëè÷èíà ïåðâîãî ðîäà è ïðè ýòîì ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñ χi. Òîãäà

[akϕk, ϕj] = ak[ϕk, ϕj] = 0. (31)

Ñëåäîâàòåëüíî êîýôôèöèåíòû ak óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìå è ïîýòîìó ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ Vik. Íî òîãäà è akϕk ëèíåéíî
çàâèñèìà ñ χi.Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
ðàâíà ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî,
÷òîáû íåèçâåñòíûå λk îïðåäåëèëèñü îäíîçíà÷íî, âñå ïåðâè÷íûå ñâÿçè äîëæíû áûòü
âåëè÷èíàìè âòîðîãî ðîäà. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåé çàäà÷å ðàçîáðàí èìåííî òàêîé ñëó÷àé.

3 Ïðîâåðêà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä:

d

dt

∂L

∂q̇
=
∂L

∂q
. (32)

Äëÿ ëàãàðíæèàíà, äàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è, ïîëó÷èì:{
M1q̈1 +M0q̈2 = −V1q1 − V0q2;

M0q̈1 +M2q̈2 = −V0q1 − V2q2.
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Ïîëó÷èì ýòè óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (25)-(28).
Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (25) è (26) ïî âðåìåíè.

q̈1 =
ṗ2
2M0

+
ṗ2(kV0 − V1) + ṗ1(kV2 − V0)

2M0

[
k2V2 − 2kV0 + V1

] ; (33)

q̈2 =
ṗ1
2M0

− k
ṗ2(kV0 − V1) + ṗ1(kV2 − V0)

2M0

[
k2V2 − 2kV0 + V1

] . (34)

Ñ ó÷åòîì ñâÿçè ϕ̇ = ṗ1 − kṗ2 = 0 è ñîîòíîøåíèÿ k = M1

M0
= M0

M2
èìååì:

M1q̈1 +M0q̈2 =M0

(
k
ṗ2
2M0

+
ṗ1
2M0

)
=

1

2
(kṗ2 + ṗ1) = ṗ1 = −V1q1 − V0q2. (35)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà:

M0q̈1 +M2q̈2 =
M0

k

(
k
ṗ2
2M0

+
ṗ1
2M0

)
=

1

2k
(kṗ2 + ṗ1) = ṗ2 = −V0q1 − V2q2. (36)

Â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîâåðêè ìû óáåäåëèñü â òîì, ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïðè ó÷åòå ïåðâè÷íîé ñâÿçè ϕ(p, q) = 0 ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ëàãðàíæåâûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
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