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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñâÿçàííóþ ñèñòåìó äâóõ ðàâíûõ ïî ìàññå ÷àñòèö, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã
îáùåãî öåíòðà ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè è íàõîäÿùèõñÿ â îäíîðîäíîì ñèëîâîì
ïîëå. Ýòà ñèñòåìà êàê öåëîå áóäåò äâèãàòüñÿ ïîäîáíî ÷àñòèöå ñ ìàññîé, ìåíüøåé ñóììû
ìàññ äàííûõ ÷àñòèö. Òðåáóåòñÿ îáúÿñíèòü äåôåêò ìàññ ñ ïîçèöèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
äëÿ êàæäîé èç ÷àñòèö.

2 Ðåøåíèå

2.1 Ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå

Îáîçíà÷èì ñèëîâîå ïîëå F , è ïóñòü ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ýëåêòðîìàãíèòíî (áó-
äåì ñ÷èòàòü èõ ýëåêòðîíîì è ïîçèòðîíîì). Ïóñòü îíè èìåþò çàðÿäû +e è −e è ìàññó m.
Îáîçíà÷èì ñêîðîñòè ïîçèòðîíà è ýëåêòðîíà ñîîòâåòñòâåííî V⃗1 è V⃗2. Ðàññìîòðèì ëàáî-
ðàòîðíóþ ÑÎ. Ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ýëåêòðîíîì φ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Ëèåíàðà-
Âèõåðòà, â êîòîðîé âåëè÷èíû ñïðàâà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ:

φ =
−e

R21 −
(−→

V2·
−→
R21

c

) . (1)

Çäåñü
−→
R21 - ðàäèóñ-âåêòîð ïîçèòðîíà, îòñ÷èòûâàåìûé îò ýëåêòðîíà. Â ïîñëåäóþ-

ùåì ðàññìîòðåíèè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòè ÷àñòèö ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâå-
òà, ïîýòîìó áóäåì ïðåíåáðåãàòü çàïàçäûâàíèåì. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A⃗, ñîçäàâàåìûé
ýëåêòðîíîì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A⃗ =
φV⃗2
c
.

Ëàãðàíæèàí ïîçèòðîíà èìååò âèä:

L = −mc2
√
1−

(
V1
c

)2

+
e

c
A⃗ · V⃗1 − eφ+ (F⃗ , r⃗1).

Âû÷èñëèì åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂L

∂V⃗1
= γ1mV⃗1 +

eV⃗2
c2
φ;

∂L

∂r⃗1
= −e · ∇φ

(
1− V⃗1V⃗2

c2

)
+ F⃗ .

Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ äëÿ ïîçèòðîíà:

d

dt

[
γ1mV⃗1 +

eV⃗2
c2
φ

]
= −e · ∇r1

φ

(
1− V⃗1V⃗2

c2

)
+ F⃗ . (2)

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäèò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà (ψ - ïîòåíöèàë, ñîçäàâà-
åìûé ïîçèòðîíà):
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d

dt

[
γ2mV⃗2 −

eV⃗1
c2
ψ

]
= +e · ∇r2

ψ

(
1− V⃗1V⃗2

c2

)
+ F⃗ . (2*)

Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ áóäåì ñ÷èòàòü ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé îäíîé ÷àñòèöåé â òî÷êå
ðàñïîëîæåíèÿ äðóãîé, ôóíêöèåé ëèøü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, òàê êàê ïîïðàâêà
èìååò ïîðÿäîê v/c, ÷òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ÷ëåíà ïîðÿäêà
(v/c)3. Òàêèìè ñëàãàåìûìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü. Èòàê, (φ = −ψ) âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà
çàðÿäîâ, è (∇r1

φ = ∇r2
ψ).

Ñóììèðóÿ (2) è (2*), ïîëó÷àåì:

d

dt

[
γ1mV⃗1 + γ2mV⃗2 +

eφ

c2

(
V⃗1 + V⃗2

)]
= 2F⃗ . (3)

Ïóñòü ñèñòåìà êàê öåëîå äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u⃗. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u ≪ V1, V2.
Ïóñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè ÷àñòèöû èìåþò ñêîðîñòè w⃗1 è w⃗2. Òîãäà, ïðè-
ìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòåé, ïîëó÷èì:

V⃗1 =
u⃗+ w⃗1

1 + (w⃗1 · u⃗)/c2
≈ u⃗+ w⃗1 −

(w⃗1 · u⃗)
c2

w⃗1 (4)

Ðàññìîòðèì γ1. Â ðàñ÷åòàõ äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîëîæèì c = 1.

γ1 =
1√

1− V 2
1

=
1√

1− u2+w2
1+2(u⃗·w⃗1)

1+2(u⃗·w⃗1)+(u⃗·w⃗1)2

≈ 1√
1− w2

1+2(u⃗·w⃗1)

1+2(u⃗·w⃗1)

≈ 1√
1− (w2

1 + 2(u⃗ · w⃗1))(1− 2(u⃗ · w⃗1))

≈ 1√
1− (w2

1 + 2(u⃗ · w⃗1))
≈ 1√

1− w2
1

(
1 +

(u⃗ · w⃗1)

1− w2
1

)
Âûðàæåíèå γ1V⃗1 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

γ1V⃗1 ≈
1√

1− w2
1

(
1 +

(u⃗ · w⃗1)

1− w2
1

)
(u⃗+ w⃗1 − (u⃗ · w⃗1)w⃗1) ≈

≈ 1√
1− w2

1

(
u⃗+ w⃗1 − w⃗1(u⃗ · w⃗1) + w⃗1

(u⃗ · w⃗1)

1− w2
1

)
=

1√
1− w2

1

(
u⃗+ w⃗1 + w⃗1

w2
1(u⃗ · w⃗1)

1− w2
1

)
≈

≈ 1

1− w2
1

(u⃗+ w⃗1) .

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíåìó çíà÷åíèþ ñêîðîñòè ñâåòà, ïîëó÷àåì:

γ1V⃗1 ≈
1

1− w2
1/c

2
(u⃗+ w⃗1) = γ′1(u⃗+ w⃗1).

Ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé óðàâíåíèå (3):

d

dt

[
γ′1mw⃗1 + γ′2mw⃗2 +

eφ

c2
(w⃗1 + w⃗2)

]
+
d

dt

[
γ′1mu⃗+ γ′2mu⃗+

eφ

c2
(u⃗+ u⃗)

]
= 2F⃗ . (5)

Ïåðâîå âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììàðíûé îáîáùåí-
íûé èìïóëüñ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè, ïîýòîìó îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðåìà âèðèàëà äàåò:⟨
mc2

γ′1
+
mc2

γ′2

⟩
=
⟨
γ′1mc

2 + γ′2mc
2 + eφ

⟩
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w1,2 ≪ c, ïîëó÷àåì γ′i ≈ 1 + 1

2
w2

i /c
2. Òîãäà âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ:⟨

mw2
1 +mw2

2

⟩
= −⟨eφ⟩ . (6)

Óñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè óðàâíåíèå (5) è ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (6), ïîëó÷àåì:

d

dt

[
u⃗

c2

⟨
2mc2 +

1

2
mw2

1 +
1

2
mw2

2 + 2eφ

⟩]
= 2F⃗

d

dt

[⟨
2m+

eφ

c2

⟩
u⃗
]
= 2F⃗ .

Äâèæåíèå ñèñòåìû êàê öåëîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþòîíà:

d

dt
[Mu⃗] = 2F⃗

Îòêóäà ìàññà ñèñòåìû

M = 2m+
⟨eφ
c2

⟩
= 2m− W

c2
< 2m,

ãäå W > 0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè.

2.2 Âçàèìîäåéñòâèå ñî ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì

Ðàññìîòðèì äâå ÷àñòèöû, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ ñêàëÿ-
ðîì. Îãðàíè÷èìñÿ êîíêðåòíûì âèäîì ïîòåíöèàëà:

φ ∼ 1

r
.

Ëàãðàíæèàí ÷àñòèöû â ñêàëÿðíîì ïîëå çàïèñûâàåòñÿ òàê (q - çàðÿä, õàðàêòåðèçóþ-
ùèé âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè):

L = −mc2
√

1− v2

c2
− qφ

√
1− v2

c2
+ (F⃗ , r⃗)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà ïåðâîé ÷àñòèöû:

∂L

∂V⃗1
= γ1V⃗1

(
m+

q1φ

c2

)
;

∂L

∂r⃗1
= −▽r1

φ · q1γ−1
1 + F⃗ .

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäÿò ðàâåíñòâà äëÿ âòîðîé ÷àñòèöû (ψ � ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé
ïåðâîé ÷àñòèöåé):

∂L

∂V⃗2
= γ2V⃗2

(
m+

q2ψ

c2

)
;
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∂L

∂r⃗2
= −▽r2

ψ · q2γ−1
2 + F⃗ .

Áóäåì ó÷èòûâàòü òå æå ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî è â §2.1. Òîãäà q1φ = q2ψ. Ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå ÷àñòèöàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî êîîðäèíàò.

Ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì:

d

dt

[
γ1mV⃗1 + γ2mV⃗2 +

eφ

c2
γ1V⃗1 +

eψ

c2
γ2V⃗2

]
= −▽r1

φ · q1γ−1
1 −▽r2

ψ · q2γ−1
2 + 2F⃗ .

Ïðè óñðåäíåíèè ïî âðåìåíè â ïðàâîé ÷àñòè îñòàåòñÿ òîëüêî 2F⃗ . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó âèðèàëà, ÷åðåç òå æå øàãè, ÷òî è â §2.1, ïðèõîäèì ê ðåçóëüòó:

M = 2m−W/c2,

ãäå W = −q ⟨φ⟩ > 0− ýíåðãèÿ ñâÿçè.

3 Ñëó÷àé n ÷àñòèö (ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ïîìåùåííóþ â îäíî-
ðîäíîå ñèëîâîå ïîëå. Ïóñòü, êàê è â §2.2, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö èìååò âèä
φ ∼ 1

r
. Âñëåäñòâèå ìàëîñòè ñêîðîñòåé áóäåì ñ÷èòàòü ïîòåíöèàë ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ÷àñòèöàìè. Èíäåêñàìè i áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê i-é ÷àñòèöå.
Ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé j-é ÷àñòèöåé â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ i-é ÷àñòèöû áóäåì îáîçíà-
÷àòü φji. Ëàãðàíæèàí i-é ÷àñòèöû èìååò âèä:

L = −mic
2

√
1− V 2

i

c2
− qi

n∑
j=1

φji

√
1− V 2

i

c2
+ (F⃗ , r⃗1).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ i-é ÷àñòèöû èìååò âèä:

d

dt

[
miγiV⃗i + γiqiV⃗i

n∑
j=1

φji

c2

]
= −qiγ−1

i

n∑
j=1

▽ri
φji + F⃗ .

Ñóììèðóÿ n óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì:

n∑
i=1

d

dt

[
miγiV⃗i + γiqiV⃗i

n∑
j=1

φji

c2

]
= −

n∑
i=1

n∑
j=1

qiγ
−1
i ▽ri

φji + nF⃗ . (7)

Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü öåíòðà èíåðöèè ÷åðåç u⃗. Ïîäîáíî §2.1, ïåðåéäåì â ñèñòåìó öåí-
òðà èíåðöèè (w⃗i � ñêîðîñòü i-é ÷àñòèöû â ÑÎ öåíòðà èíåðöèè, γ′i = (1 − w2

i /c
2)−1/2 �

ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð):

d

dt

[
n∑

i=1

miγ
′
iw⃗i +

n∑
i=1

miγ
′
iu⃗+

n∑
i=1

n∑
j=1

γ′iqiw⃗i
φji

c2
+

n∑
i=1

n∑
j=1

γ′iqiu⃗
φji

c2

]
= −

n∑
i=1

n∑
j=1

qiγ
−1
i ▽ri

φji+nF⃗ .

(8)
Â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè:
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[
n∑

i=1

miγ
′
iw⃗i +

n∑
i=1

n∑
j=1

γ′iqiw⃗i
φji

c2

]
≡ 0.

Ïðè óñðåäíåíèè ïî âðåìåíè ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì:⟨
n∑

i=1

n∑
j=1

qiγ
−1
i ▽ri

φji

⟩
= 0

Ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé âèðèàëà:

⟨T ⟩ = −1

2
⟨U⟩

miw
2
i

2
≈ ⟨γ′i − 1⟩mic

2

n∑
i=1

⟨γ′imi⟩ =
n∑

i=1

mi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

qi

⟨φji

c2

⟩
Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíÿÿ (8) ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì:

⟨
d

dt

[
n∑

i=1

miγ
′
iu⃗+

n∑
i=1

n∑
j=1

γ′iqiu⃗
φji

c2

]⟩
≈ d

dt

⟨
n∑

i=1

miγ
′
iu⃗+

n∑
i=1

n∑
j=1

qiu⃗
φji

c2

⟩
=

=
d

dt

⟨
n∑

i=1

miu⃗+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

qiu⃗
φji

c2

⟩
= nF⃗

Îòêóäà ïîëó÷àåì:

M =
n∑

i=1

mi +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

qi
φji

c2
=

n∑
i=1

mi −W/c2,

ãäå

W = −1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

qi
φji

c2
> 0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ëàíäàó, Ëèâøèö, "Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà, òîì 2. Òåîðèÿ ïîëÿ".
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