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1. Ââåäåíèå

Â 1928 ãîäó Ï. Äèðàêîì áûëî óñòàíîâëåíî ðåëÿòèâèñòñêè-èíâàðèàíòíîå óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ äëÿ áè-ñïèíîðíîãî êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ ýëåêòðîíà, èçâåñòíîå
ñåé÷àñ êàê óðàâíåíèå Äèðàêà. Ïðèìåíèìîå äëÿ îïèñàíèÿ íå òîëüêî ýëåê-
òðîíîâ, íî è äðóãèõ òî÷å÷íûõ ôåðìèîíîâ ñî ñïèíîì 1/2, óðàâíåíèå èãðàåò
îãðîìíóþ ðîëü âî âñåé êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî ýëåê-
òðîíà, äëÿ êîòîðîãî áûëî çàïèñàíû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â òåðìèíàõ
äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ. Ðåøåíèå áûëî ïðåäñòàâëåíî êàê ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ äâóõ áàçèñíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíàêàì ñïè-
ðàëüíîñòè (ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû).

Âî âñåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà åäè-

íèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ðàâíû åäèíèöå: c = ~ = 1.
Êðîìå òîãî, âåçäå, ãäå â âûðàæåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ èíäåêñû,
ñëåäóÿ ïðàâèëó Ýéíøòåéíà, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿ-
þùåìóñÿ èíäåêñó:

aνb
ν =

3∑
ν=0

aνb
ν .

Åñëè ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîìïîíåíòàì, èíäåêñû
áóäåì îáîçíà÷àòü ëàòèíñêèìè áóêâàìè, âçÿòûìè èç ñåðåäèíû àëôàâèòà:

ab = anbn = a1b1 + a2b2 + a3b4,

à ïî ÷åòûð¼ì êîìïîíåíòàì � ãðå÷åñêèìè:

~p ~x = aνbν = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3.

Åñëè âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà îáîçíà÷åíà â ôîðìóëå æèðíûì øðèôòîì (p),
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûé âåêòîð, à åñëè ñèìâîëîì âåêòîðà (~p ) �
÷åòûð¼õâåêòîð.

Ïîä ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ ~a è ~b áóäåì ïîíèìàòü

~a~b = a0b0 − ab = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 = gµνa
µbν ,

ãäå g � äèàãîíàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð:

g00 = 1, gµν = −δµν ïðè µ2 + ν2 6= 0

È, íàêîíåö, ïåðåõîä îò êîíòðàâàðèàíòíûõ pν ê êîâàðèàíòíûì pν êîìïî-
íåíòàì è îáðàòíî îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g:

aµ = gµνa
ν è îáðàòíî aµ = gµνaν , ãäå gµν = gµν
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2. Óðàâíåíèå Äèðàêà è óðàâíåíèå

Êëåéíà-Ãîðäîíà

Êîãäà Äèðàê íà÷èíàë ðàáîòó íàä óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì ïîëå ýëåêòðîíà,
óæå áûëî èçâåñòíî è àêòèâíî èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà:

(�−m2)ψ = 0, (1)

ãäå � = 4 − ∂20 = −∂ν∂ν � îïåðàòîð ä'Àëàìáåðà. Îäíàêî, êàê ïèñàë ñàì
Äèðàê[2]:

Òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñòàëà ìîèì ëþáèìûì äåòèùåì, è ìåíÿ

íå èíòåðåñîâàëà íè îäíà èç òåîðèé, êîòîðûå íå ïîäõîäèëè äëÿ

ìîåãî ëþáèìîãî òâîðåíèÿ <. . .> Òàêèì îáðàçîì, ÿ äîëæåí áûë

áåñïîêîèòüñÿ î ïðîáëåìå ñîçäàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, êî-

òîðàÿ áûëà áû ëèíåéíîé ïî îïåðàòîðó ∂/∂t. Ëèíåéíîñòü ïî ∂/∂t
áûëà àáñîëþòíî íåîáõîäèìà äëÿ ìåíÿ; ÿ ïðîñòî íå ìîã ïðåäñòà-

âèòü ñåáå, ÷òî ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé.

×òîáû äîáèòüñÿ ëèíåéíîñòè ïî ∂/∂t Äèðàê ïðåäñòàâèë îïåðàòîð Êëåéíà-
Ãîðäîíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîììóòèðóþùèõ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ:

�−m2 = (iγν∂ν −m)(iγµ∂µ +m) = (iγν∂ν +m)(iγµ∂µ −m), (2)

ãäå êîýôôèöèåíòû γ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íà èõ àíòèêîììóòàòîð:

{γν , γµ} = γνγµ + γµγν = 2gµν . (3)

Ìàòðèöû γ îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ[1],
îäíàêî, â öåëÿõ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðîåêöè-
åé âåêòîðà ñïèíà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ:

γ0 =


· · 1 ·
· · · 1
1 · · ·
· 1 · ·

, γ1 =

· · · 1
· · 1 ·
· −1 · ·
−1 · · ·

,

γ2 =


· · · −i
· · i ·
· i · ·
−i · · ·

, γ3 =

· · 1 ·
· · · −1
−1 · · ·
· 1 · ·

, (4)

èëè

γν =

(
Θ σν
σν Θ

)
ïðè ν = 0, 3, (5)

ãäå σν = (I, σn), σν = (I,−σn), σn � äâóõðÿäíûå ìàòðèöû Ïàóëè, à I è Θ �
åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî:
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σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

I =

(
1 0
0 1

)
, Θ =

(
0 0
0 0

)
, (6)

Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè óñëîâèå ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

(γν)† = gνµγ
µ ≡ γν . (7)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(iγν∂ν +m)(iγν∂ν −m)ψ(~x ) = (iγν∂ν −m)(iγν∂ν +m)ψ(~x ) = 0. (8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé[1] âûáåðåì â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñïèíîðíîãî ïîëÿ óðàâíåíèå

(iγν∂ν −m)ψ(~x ) = 0, (9)

ðåøåíèå êîòîðîãî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 4-êîìïîíåíòíûé
ñïèíîð[1], ÷àñòî çàïèñûâàåìûé â âèäå ñòîëáöà:

ψ(~x ) = ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

. (10)

Âçÿâ òåïåðü ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îò (9) è äîìíîæèâ ïîëó÷èâøååñÿ âû-
ðàæåíèå íà γ0 ñïðàâà, ïîëó÷àåì ñîïðÿæ¼ííîå óðàâíåíèå:

i∂νψ(~x )γ
ν +mψ(~x ) = 0, (11)

ãäå ψ(~x ) (äèðàêîâñêè) ñîïðÿæåííûé ñïèíîð:

ψ(~x ) = ψ†(~x )γ0. (12)

3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîé

÷àñòèöû

3.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû γ îáëàäàþò âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé (ìîãóò áûòü çàïè-
ñàíû ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè), áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèå Äèðàêà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

ψ(~x ) =

(
ϕ
χ

)
, (13)

ãäå ϕ =

(
ψ1

ψ2

)
è χ =

(
ψ3

ψ4

)
� äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû.

Ïîäñòàâëÿÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ (13) è âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö γ (5) â
óðàâíåíèå Äèðàêà (9) èìååì:
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[(
Θ σν
σν Θ

)
∂ν

](
ϕ
χ

)
=
m

i

(
ϕ
χ

)
(14)

èëè, ðàñêðûâ ïðîèçâåäåíèÿ è ïåðåïèñàâ (14) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:{
∂χ
∂x0
− σn ∂χ

∂xn
= m

i
ϕ

∂ϕ
∂x0

+ σn
∂ϕ
∂xn

= m
i
χ
. (15)

Åñëè òåïåðü âûðàçèòü èç âòîðîãî óðàâåíåíèÿ ñèñòåìû (15) χ è ïîäñòàâèòü
â ïåðâîå, ìû ïîëó÷èì, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö Ïàóëè (σ2

1 = σ2
2 =

σ2
3 = I, σiσj = −σjσi ïðè i 6= j), óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà äëÿ äâóõêîìïî-
íåíòíîãî ñïèíîðà ϕ è âûðàæåíèå äëÿ χ ÷åðåç ϕ:χ = i

m

(
∂
∂x0

+ σn
∂
∂xn

)
ϕ

m2ϕ = �ϕ =
(
4− ∂2

∂x20

)
ϕ
. (16)

3.2. Áàçèñ ðåøåíèé

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâíåíèé (15) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêîâ ñèììåòðè÷íà îòíî-
ñèòåëüíî ϕ è χ, ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: çàôèêñèðîâàòü âû-
ðàæåíèå äëÿ ϕ â âèäå ïëîñêîé âîëíû (íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå äëÿ ñâîáîäíîé
÷àñòèöû) è ðàññ÷èòàòü êîìïîíåíòû χ è íàîáîðîò. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ áó-
äóò îòëè÷àòüñÿ çíàêîì ýíåðãèè p0[1] Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé
p0 > 0:

ϕ =

(
u1
u2

)
ei~p ~x , (17)

ãäå u1, u2 � íåêîòîðûå ôóíêöèè 4-èìïóëüñà ~p (óðàâíåíèå îïèñûâàåò ñâîáîä-
íóþ ÷àñòèöó, òî åñòü ~p = const, îòêóäà u1 = const è u2 = const).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (16), ïîëó÷àåì
èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà: p20−p2 = m2. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕ âèäà (17) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå (16).

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ðàçëîæèì ðåøåíèå (17) ïî îðòî-

íîðìèðîâàííîìó áàçèñó {ϕ+, ϕ−} =
{(

1
0

)
,

(
0
1

)}
è ïðîèçâåä¼ì íåîáõîäèìûå

âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò îòäåëüíî:

ϕ = u1e
i~p ~xϕ+ + u2e

i~p ~xϕ−. (18)

3.3. Êîìïîíåíòà ϕ+

Ïóñòü

ϕ = u1e
i~p ~xϕ+ =

(
u1e

i~p ~x

0

)
, (19)

òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (19) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (16), ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ χ:
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χ = −u1
m

(
p0 + p3
p1 + ip2

)
ei~p ~x (20)

èëè, ïîäñòàâëÿÿ â ϕ è χ â (13):

ψ(~x ) = −u1
m


−m
0

p0 + p3
p1 + ip2

 ei~p ~x . (21)

Èç (12) ñîîòâåòñòâóþùèé ñîïðÿæ¼ííûé ñïèíîð ψ(~x ) ðàâåí:

ψ(~x ) = −u
∗
1

m
(p0 + p3, p1 − ip2,−m, 0)e−i~p ~x . (22)

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò u1 èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè:

u1 = u∗1 =
m√(

m2 + (p0 + p3)
2 + p21 + p22

) ∫
dx

(23)

3.4. Êîìïîíåíòà ϕ−

Ïóñòü òåïåðü

ϕ = u2e
i~p ~xϕ− =

(
0

u2e
i~p ~x

)
, (24)

òîãäà àíàëîãè÷ûìè âûêëàäêàìè ïîëó÷àåì:

ψ(~x ) = −u2
m


0
−m

p2 + ip1
p0 + p3

 ei~p ~x . (25)

Cîîòâåòñòâóþùèé ñîïðÿæ¼ííûé ñïèíîð ψ(~x ) ðàâåí:

ψ(~x ) = −u
∗
2

m
(p2 − ip1, p0 + p3, 0,−m)e−i~p ~x , (26)

à íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü u2 ïðèìåò âèä:

u2 = u∗2 =
m√(

m2 + (p0 + p3)
2 + p21 + p22

) ∫
dx

(27)

3.5. Ñâÿçü áàçèñíûõ ñïèíîðîâ ñî ñïèðàëüíîñòüþ

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé áóäåì äàëåå ïîëàãàòü, ÷òî ÷àñòèöà äâè-
æåòñÿ âäîëü îñè x3, ò.å. ~p = {p0, 0, 0, p3}. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñïèíà íà îñü x3
(ò.å. íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ) âûðàæàåòñÿ [1] ÷åðåç êîìïîíåíòû ìàòðè÷íîãî
òåíçîðà ñïèíà σµν :
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S3 =

∫
dxS0(12) =

1

4

∫
ψ(~x )(γ0σ12 + σ12γ0)ψ(~x )dx. (28)

Ïîäñòàâëÿÿ äëÿ êîíêðåòíîãî ïðåäñàòâëåíèÿ γ çíà÷åíèå

σ12 = σ12 =
γ1γ2 − γ2γ1

2i
=

(γ1)†(γ2)† − (γ2)†(γ1)†

2i
=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (29)

â ôîðìóëó (28), ïîëó÷àåì

S3 =
1

2

∫
ψ(~x )


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

ψ(~x )dx. (30)

Â ñëó÷àå ϕ = u1e
i~p ~xϕ+ èç (30) ïîëó÷àåì:

Sϕ
+

3 =
1

2

∫
dx |u1|2

(p0 + p3)
2 +m2

m2
=

1

2
> 0. (31)

Â ñëó÷àå ϕ = u2e
i~p ~xϕ− èç (30) ïîëó÷àåì:

Sϕ
−

3 = −1

2

∫
dx |u2|2

(p0 + p3)
2 +m2

m2
= −1

2
< 0. (32)

Òàêèì îáðàçîì, äâóì áàçèñíûì ñïèíîðàì ϕ+ è ϕ− ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ
ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ñïèðàëüíîñòüþ.

3.6. Ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè

Â ðàçäåëå 3.2 äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàññ÷¼òîâ áûë âûáðàí ñëó÷àé, ñîîòâåòñâó-
þùèé ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè p0. Ñëó÷àé p0 < 0 ðàññ÷èòûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Íèæå ïðèâåäåíû âîëíîâûå ôóíêöèè, ïîðîæäàåìûå áàçèñíûìè

ñïèíîðàìè {χ+, χ−} =
{(

0
1

)
,

(
1
0

)}
è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ïðîåê-

öèè ñïèíà íà îñü x3 ïðè óñëîâèè íóëåâûõ ïðîåêöèé 4-âåêòîðà ~p íà îñè x1 è
x2:

ψ(~x ) =
v1
m
(p3 − p0, p1 − ip2, 0,m)Tei~p ~x , S3 = +

1

2
, (33)

ψ(~x ) =
v1
m
(p1 − ip2, p3 − p0,m, 0)Tei~p ~x , S3 = −

1

2
, (34)

ãäå

v1,2 = v∗1,2 =
m√(

m2 + (p3 − p0)2 + p21 + p22
) ∫
dx
. (35)
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4. Âûâîäû

Â õîäå ðàáîòû áûëî âûïèñàíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â òåðìèíàõ äâóõ-
êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ. Ðåøåíèå (îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ p0 > 0 è p0 < 0)
áûëî ïðåäñòàâëåíî êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ áàçèñíûõ ðåøåíèé. Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî áàçèñíûå ðåøåíèÿ (êàê â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé, òàê è â ñëó-
÷àå îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè) ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòèöàì ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè
ñïèðàëüíîñòè (ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû):

ψ(~x ) = −u1
m

(−m, 0, p0 + p3, p1 + ip2)
Tei~p ~x , S3 = +

1

2
, (36)

ψ(~x ) = −u2
m

(0,−m, p2 + ip1, p0 + p3)
Tei~p ~x , S3 = −

1

2
, (37)

ψ(~x ) =
v1
m
(p3 − p0, p1 − ip2, 0,m)Tei~p ~x , S3 = +

1

2
, (38)

ψ(~x ) =
v1
m
(p1 − ip2, p3 − p0,m, 0)Tei~p ~x , S3 = −

1

2
, (39)
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