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Формулы, D = 2

1. Преобразование ТЭИ:
δεT = −2T∂ε− ε∂T − c∂3ε/12

T ′(w) =
(
dw
dz

)−2 (
T (z)− c

12
{w; z}

)
=
(
dw
dz

)−2
T (z) + c

12
{z; w}

{w; z} =
d3w/dz3

dw/dz
− 3

2

(
d2w/dz2

dw/dz

)2

2. Гильбертово пространство:
z = eτ+2πiσ/L, z̄ = eτ−2πiσ/L

|ϕin〉 = limz,z̄→0 ϕ(z, z̄)|0〉
z† = 1/z̄
[ϕ(z, z̄)]† = z̄−2hz−2h̄ϕ(1/z̄, 1/z)
〈ϕout| = limz,z̄→∞〈0| [ϕ(z, z̄)]†

〈ϕout|ϕin〉 = Cϕ

3. Операторный формализм:
Rϕ1(z)ϕ2(w) = ϕ1(z)ϕ2(w)θ(|z| − |w|)

+ ϕ2(w)ϕ1(z)θ(|w| − |z|)
Qi =

∮
dz ji(z)

[Q1, b(w)] = R
∮
w
dz j(z)b(w)

4. Конформные преобразования:
[Q1, Q2] = R

∮
dw
∮
w
dz j1(z)j2(w)

Q =
∮

dz
2πi

ε(z)T (z)
δεϕ = −[Q, ϕ]

5. OPE для ТЭИ:
T (z)T (w) ∼ c/2

(z−w)4
+ 2T (w)

(z−w)2
+ ∂T (w)

z−w

6. Разложение по модам:
ϕ(z, z̄) =

∑
mn

z−m−hz̄−n−h̄ ϕmn

ϕmn =
∮

dz
2πi

zm+h−1
∮

dz̄
(−2πi)

z̄n+h̄−1 ϕ(z, z̄)

ϕ†m,n = ϕ−n,−m
ϕmn|0〉 = 0, m > −h, n > −h̄

7. Алгебра Вирасоро:
T (z) =

∑
m

z−m−2 Lm

T̄ (z̄) =
∑
n

z̄−n−2 L̄m

Lm =
∮

dz
2πi

zm+1T (z)

[Lm, Lm′ ] = c(m3−m)
12

δm+m′ + Lm+m′(m−m′)

8. «Примарные» состояния:
|h, h̄〉 = ϕhh̄(0, 0)|0〉
L0|h, h̄〉 = h|h, h̄〉, L̄0|h, h̄〉 = h̄|h, h̄〉
L−n|h, h̄〉 = |h+ n, h̄〉

9. Модуль Верма:
Ln|h〉 = 0, n ≥ 1
|h, 5〉 = L−2L−3|h〉

10. Вертекс скалярного поля:
Vk =: eikϕ : h = h̄ = k2

8πg

VkVq = δk+q |z − w|−k
2/2πg + . . .

11. Нормальное упорядочивание:
(AB)(w) = lim

z→0
Reg [A(z)B(w)]

= 1
2πi

∮
w

dz
z−w A(z)B(w)

(AB) 6= (BA)

12. Поля–потомки:
T (z) =

∑
m

(z − w)−m−2Lm(w)

ϕ(−n) = (L−nϕ)(w)
〈ϕ(−n)(w)X〉 = L−n〈ϕ(w)X〉
L−n =

∑
i

[
hi(n−1)
(zi−w)n

− ∂i
(zi−w)n−1

]
13. Необходимые условия унитарности:

c ≥ 0 & h, h̄ ≥ 0.
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Задачи
1. Вычислить двухточку 〈0|ϕ(x)ϕ(y)|0〉 двумерного массивного скалярного поля ϕ(x)

на окружности. Показать, что она расходится в пределе xµ → yµ.

2. Доказать свойство производной Шварца:

{u; z} = {w; z}+

(
dw

dz

)2

{u; w} .

3. Доказать групповое свойство преобразования ТЭИ: комбинация преобразований
z → w(z)→ u(w(z)) приводит к тому же результату, что и прямое преобразование
z → u(w(z)).

4. Показать, что производная Шварца от глобального конформного преобразования
равна нулю.

5. Вычислить вакуумное среднее ТЭИ конформной теории на двумерном конусе с
углом раствора α.

6. Показать, что генератор конформных преобразований 4 представим в виде
Q =

∑
m εmLm, где ε(z) =

∑
m z

m+1εm.

7. Проверить формулу обратного преобразования 6.

8. Вычислить [L̄n, L̄n′ ].

9. Показать, что L−1, L0, L1 соответствуют сдвигам, дилатациям и специальным
конформным преобразованиям.

10. Вывести коммутационное соотношение

[Lm, ϕm′ ] = (m(h− 1)−m′)ϕm+m′ .

11. Вычислить вес h̄ оператора Vk.

12. Вычислить OPE T (z)Vk(w, w̄).

13. Пусть A и B — линейные комбинации операторов рождения–уничтожения an, ān.
Доказать соотношение

: eA : : eB : = : eA+B : e〈AB〉 , (1)

где 〈AB〉 — вакуумное ожидание произведения операторов.

14. Используя формулу (1), получить OPE Vk(z, z̄)Vq(w, w̄).

15. Вычислить конформную размерность состояния a−m1a−m2|0〉.

16. Вычислить 〈ϕ(−2)(w)∂ϕ(z)〉.
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