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Гармонический осциллятор
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[a−, a+] = 1, [a−,H] = a−, [a+,H] = −a+



Гармонический осциллятор
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Некоторые общие соотношения при факторизации
гамильтониана

b+ = − d
dx

+ f(x), b− = d
dx

+ f(x)

H′ = 2H = b+b− = − d2

dx2 + f2(x)− f ′(x), [b−, b+] = 2f ′(x)

[b+,H′] = −2f(x)f ′(x) + 2f ′′(x) + 2f ′(x) d
dx

[b−,H′] = 2f ′(x) d
dx

+ 2f ′(x)f(x)

[b−,H′]− [b+,H′] = 2f ′′(x)− 2f(x)f ′(x)− 2f ′(x)f(x)



Осциллятор Морса

b+ = − d
dx
− e−αx, b− = d

dx
− e−αx

H′ = 2H = b+b− = − d2

dx2 + e−2αx − αe−αx

ψ0 = A0exp
(
− 1
α

e−αx
)



Осциллятор Морса

[b−, b+] = 2αe−αx, W = e−αx

[b+,H′] = 2αe−2αx−2α2e−αx+2αe−αx d
dx

= −2αWb+−2α2W

[b−,H′] = 2αe−αx d
dx
− 2αe−2αx = 2αWb−

[[b−,H′]− [b+,H′], [b−, b+]] = [−4αW2 + 2α2W, 2αW] = 0



Потенциал Калоджеро
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Потенциал Калоджеро

[B±,H] = ∓2B±

ψ
(−2)
0 (x) = P2n+2(x)e−x2

2 , En = 5
2
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ψ
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Осциллятор со степенной ангармоничностью

b+ = − d
dx

+ x + x2, b− = d
dx

+ x + x2

H′ = 2H = b+b− = − d2

dx2 + x2 − 2x + 2x3 + x4 − 1



Осциллятор со степенной ангармоничностью

[b−, b+] = 2 + 4x

[b+,H′] = −4x3−6x2−2x+4+2
d
dx

+4x
d
dx

= 4−4xb+−2b+

[b−,H′] = 4x3 + 6x2 + 2x + 2
d
dx

+ 4x
d
dx

= 4xb− + 2b−

[[b−,H′]−[b+,H′], [b−, b+]] = [8x3+12x2+4x−4, 2+4x] = 0



Двойственные потенциалы

H1ψ0(x) = −d2ψ0

dx2 + U1(x)ψ0(x) = 0

U1(x) = ψ′′0 (x)
ψ0(x)
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2
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U1(x) = f2(x)− 1√
2
f ′(x), f(x) = − 1√

2
ψ′0(x)
ψ0(x)



Двойственные потенциалы
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2
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