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Àííîòàöèÿ

Â äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àêòóàëüíàÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè ìî-

äåëü ñ ãàëèëåîíîì, âàæíûì ñâîéñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå âòîðîé êîâàðè-

àíòíîé ïðîèçâîäíîé â ëàãðàíæèàíå. Òàêàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëü-

òåðíàòèâ ìîäåëè èíôëÿöèè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ìàëûå âîçìóùåíèÿ íàä ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äèëàòàöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ìîäåëÿõ ñ ãàëèëåîíîì è ïîëó÷åíû

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôîíà (îòñòóòñòâèÿ ãðàäèåíòíûõ íåñòàáèëüíîñòåé è äóõîâ) è îò-

ñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ôîíîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèí-

êîâñêîãî â òàêîé ìîäåëè ìîæíî ïîñòðîèòü ëàãðàíæèàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàëûå

âîçìóùåíèÿ íàä ëþáûìè ñòàáèëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ïîëÿ ðàñïðîñòðàíÿëèñü

ñî ñêîðîñòÿìè, íå ïðåâûøàþùèìè ñêîðîñòü ñâåòà. Îäíàêî ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëè â

ìåòðèêå Ôðèäìàíà ïîêàçàíî, ÷òî ïîäáîðîì çàâèñèìîñòè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà îò âðå-

ìåíè âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôîíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïîëÿ, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè, âîçìóùåíèÿ íàä êîòîðûìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

ñî ñâåðõñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà

çàïðåùàþùàÿ òåîðåìà (no-go theorem), çàêðûâàþùàÿ êëàññ ìîäåëåé ñ ãàëèëåîíîì íà

îñíîâå òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñèãíàëîâ.
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1 Ââåäåíèå

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ ýâîëþöèè Âñåëåííîé äî Áîëüøîãî âçðûâà ÿâëÿåòñÿ

ìîäåëü èíôëÿöèè. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò è ïðîäîëæàþò ðàçâèâàòüñÿ àëüòåðíàòèâ-

íûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè.

Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñèíãóëÿðíîñòü ñ íåèçáîæíîñòüþ èìååòñÿ

â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ c ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâèçíîé, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ èçîòðîïíîìó óñëîâèþ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè (NEC) [1,2], êîòîðîå ïîñòó-

ëèðóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâåòîïîäîáíîãî âåêòîðà kµ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Tµνk
µkν ≥ 0, (1)

ãäå Tµν � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè. Äëÿ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ìàòåðèè ýòî

íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

ρ+ P ≥ 0, (2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ýíåðãèè, P � ýôôåêòèâíîå äàâëåíèå. Äëÿ ìåòðèêè Ôðèäìàíà ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïàðàìåòð Õàááëà H, óìåíüøàþò-

ñÿ ñ ðàñøèðåíèåì Âñåëåííîé, òàê êàê ñîãëàñíî óðàâíåíèþ êîâàðèàíòíîãî ñîõðàíåíèÿ

òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρ̇ = −3H (ρ+ P ) . (3)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè, áûëè ïðåäëîæåíû ìîäåëè, íàðó-

øàþùèå NEC, îäíàêî âñå îíè ñòàëêèâàëèñü ñ ïðîáëåìàìè ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé,

ãðàäèåíòíûõ íåñòàáèëüíîñòåé è äóõîâ [3�5].

Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü ïîñëå òîãî, êàê ñòàëî ÿñíî, ÷òî âîçíèêàþùèå ïðîáëåìû ìîæíî

ïûòàòüñÿ ðåøèòü äîáàâëåíèåì â êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå ñëàãàåìûõ ñ ïðî-

èçâîäíûìè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Âïåðâûå ýòà èäåÿ áûëà ïðåäëîæåíà åù¼

â 1974 ãîäó [6]. Ñóùåñòâåííî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïðèñóòñòâèå â ëàãðàíæèàíå ÷ëåíîâ ñ

âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, óðàâíåíèÿ ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òî

3



ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü íà îòñóòñòâèå äóõîâ.

Áîëüøîé èíòåðåñ ñðåäè ìîäåëåé òàêîãî òèïà ïðåäñòàâëÿþò òåîðèè ñ ãàëèëåîíîì,

èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé äèëàòàöèè [7�9]. Íà îñíîâå îáùåãî âè-

äà ëàãðàíæèàíà, ïðåäëîæåííîãî â ýòèõ ðàáîòàõ, áûëè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ñöå-

íàðèè ýâîëþöèè Âñåëåííîé, ÿâëÿþùèåñÿ àëüòåðíàòèâàìè èíôëÿöèè: ñöåíàðèé "ãåíåçè-

ñà" [10, 11]; êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ îòñêîêîì [12, 13]; ìîäåëü ñîçäàíèÿ Âñåëåííîé "â

ïðîáèðêå" [14]. Îáçîð òåîðèé ñ íàðóøåíèåì NEC ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [15].

Íàìè ðàññìîòðåí êëàññ äèëàòàöèîííî-èíâàðèàíòíûõ òåîðèé ñ ãàëèëåîíîì. Â ãëà-

âå 2 ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêå è â ìåòðèêå Ôðèäìàíà,

ïîëó÷åíû òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ýíåðãèè ãà-

ëèëåîíà. Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíû ìàëûå âîçìóùåíèÿ ãàëèëåîíà íàä ïðîñòðàíñòâåííî

îäíîðîäíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è â ìåòðèêå Ôðèäìàíà ïîëó÷åíû óñëî-

âèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ (îòñóòñòâèÿ äóõîâ è ãðàäèåíòíûõ íåñòàáèëüíîñòåé), à

òàêæå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé. Â ãëàâå 4 òåîðèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî è ïðåäëàãàåòñÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â

ëàãðàíæèàí, ïðè âûáîðå êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ

óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè ôîíà è îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé. Â ãëàâå 5 ìû ïðî-

âîäèì àíàëîãè÷íûé àíàëèç â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé ìåòðèêè Ôðèäìàíà è

âûÿñíÿåì, ÷òî ïîäáîðîì çàâèñèìîñòè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà îò âðåìåíè âñåãäà ìîæíî

äîáèòüñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôîíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-

ÿì ñòàáèëüíîñòè, âîçìóùåíèÿ íàä êîòîðûìè èìåþò ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè. Â òî æå

âðåìÿ ñóùåñòâóåò óòâåðæäåíèå [16], ÷òî ïðè íàëè÷èè â òåîðèè ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé

â íåé áóäóò âîçíèêàòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåâîçìîæíîñòüþ ëîðåíö-èíâàðèàíòíîãî

óëüòðàôèîëåòîâîãî (UV) çàìûêàíèÿ (äðóãèìè ñëîâàìè, òàêóþ òåîðèþ íåâîçìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîé òåîðèè, âîçíèêàþùåé â íåêî-

òîðîé ëîðåíö-èíâàðèàíòíîé êâàíòîâîé òåîðèè, ñïðàâåäëèâîé íà âñåõ ýíåðãèòè÷åñêèõ

ìàñøòàáàõ). Òàêèì îáðàçîì, íàìè ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà çàïðåùàþùàÿ òåîðåìà

(no-go theorem), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî â äèëàòàöèîííî-èíâàðèàíòíûõ òåîðèÿõ ñ

ãàëèëåîíîì â ìåòðèêå Ôðèäìàíà âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîâåäåíèå ìàñøòàá-

íîãî ôàêòîðà, ïðè êîòîðîì èìåþòñÿ ñòàáèëüíûå ôîíîâûå ðåøåíèÿ, âîçìó-

ùåíèÿ íàä êîòîðûìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñâåðõñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè.
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2 Ìîäåëü

2.1 Ëàãðàíæèàí è óðàâíåíèå ïîëÿ

Ðàññìîòðèì êëàññ äèëàòàöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ìîäåëåé ñ ãàëèëåîíîì. Ëàãðàíæèàí

ïîëÿ ãàëèëåîíà π â ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêå gµν èìååò âèä

L = F (Y ) e4π +K (Y )�π · e2π, (4)

ãäå

Y = e−2π (∂π)2 ,

�π = gµν∇µ∇νπ,

(∂π)2 = gµν∂µπ∂νπ.

(5)

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèé äèëàòàöèè:

xµ → λxµ, π → π − lnλ. (6)

Óðàâíåíèå ïîëÿ èìååò âèä

4e4πF − 2e2π (∂π)2 F ′ − 2∇µ

(
e2πF ′∇µπ

)
+ 2e2π�π ·K+

+�
(
e2πK

)
− 2�π · (∂π)2K ′ − 2∇µ (�π ·K ′∂µπ) = 0,

(7)

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî Y .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé ìåòðèêå Ôðèäìàíà (÷àñò-

íûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî). Ôîíîâîå ðåøåíèå π = π(t) áóäåì

ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïîëÿ èìååò ñëåäóþùèé

âèä

4e4πF − 6e2πF ′π̇2 − 4F ′′π̇2π̈ − 6
ȧ

a
e2πF ′π̇ − 2e2πF ′π̈ + 12

ȧ

a
e2πKπ̇ + 4e2πKπ̈ − 12

ȧ

a
K ′π3−

−4K ′π̇2π̈ − 6
ä

a
K ′π̇2 + 12

ȧ

a
e−2πK ′′π̇5 − 12

ȧ

a
K ′′π̇3π̈ − 12

(
ȧ

a

)2

K ′π̇2 − 12
ȧ

a
K ′π̇π̈+

+4e−2πK ′′π̇6 − 4e−2πK ′′π̇4π̈ − 4K ′π̇4 + 4e2πKπ̇2 + 4F ′′π̇4 = 0,

(8)

ãäå a(t) � ìàñøòàáíûé ôàêòîð, çàäàþùèé ìåòðèêó ds2 = dt2 − a2(t)δijdxidxj.
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2.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå

Âàðüèðóÿ ëàãðàíæèàí ïî ìåòðèêå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

ãàëèëåîíà:

Tµν = 2e2πF ′∂µπ∂νπ − gµνe4πF + 2K ′�π∂µπ∂νπ − ∂µπ∂ν
(
e2πK

)
−

−∂νπ∂µ
(
e2πK

)
+ gµνg

λρ∂λ∂ρ
(
e2πK

)
.

(9)

Ðàññìàòðèâàÿ âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â

îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì ñëó÷àå, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè è äàâëåíèÿ

ãàëèëåîíà:

ρ = 2K ′π̇4 + 2e2π (F ′ −K) π̇2 + 6
ȧ

a
K ′π̇3 − e4πF, (10)

P = e4πF + 2K ′π̇4 − 2K ′π̇2π̈ − 2e2πKπ̇2. (11)

3 Ìàëûå âîçìóùåíèÿ íàä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïîëÿ

3.1 Ëàãðàíæèàí äëÿ âîçìóùåíèé

Ïóñòü πc ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïîëÿ (8). Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìàëûå

íåîäíîðîäíûå âîçìóùåíèÿ χ = χ(x, t) íàä ðåøåíèåì πc = πc(t). Ïîëîæèì π = πc + χ

è ïîäñòàâèì â (4), ïðè ýòîì ðàçëîæèì âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ëàãðàíæèàí, â ðÿä

Òåéëîðà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó χ äî âòîðîãî ïîðÿäêà:

e−2π = e−2πc − 2e−2πcχ+ 2e−2πcχ2,

(∂π)2 = (∂πc)
2 + 2∂µπc∂

µχ+ (∂χ)2 ,

�π = ∇µ∇µπc +∇µ∇µχ.

(12)

Òàêæå ó÷ò¼ì, ÷òî â ðàçëîæåíèè ó÷àñòâóþò ôóíêöèè F (Y ) èK(Y ), ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ

èìåþò âèä

F = F + F ′Yχ +
1

2
F ′′Y 2

χ ,

K = K +K ′Yχ +
1

2
K ′′Y 2

χ .

(13)
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Âûðàæåíèå Yχ, âñòðå÷àþùååñÿ â (13), � ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ÷àñòü Y ,

çàâèñÿùàÿ îò χ:

Yχ = −2e−2πc(∂πc)
2χ+2e−2πc∂µπc∂

µχ−4e−2πc∂µπc∂
µχ·χ+2e−2πc(∂πc)

2χ2+e−2πc(∂χ)2. (14)

Àíàëîãè÷íî, ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä e2π è e4π è ïîäñòàâëÿÿ (12), (13) è (14) â (4), ïîëó÷èì

êâàäðàòè÷íûé îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé ëàãðàíæèàí. Ïðåæäå ÷åì íàïèñàòü îêîí÷à-

òåëüíûé ðåçóëüòàò, óêàæåì ëèøü, ÷òî ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷åâèäíûìè ðàâåíñòâàìè:

χ∂µχ =
∂µχ2

2
,

χ�χ =
�χ2

2
− (∂χ)2 ,

∂µχ�χ = ∇ν (∇µχ∇νχ)− 1

2
∇µ
[
(∂χ)2

] (15)

è ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì. Ëàãðàíæèàí äëÿ âîçìóùåíèé èìååò âèä

L(2) = (∂χ)2 F ′e2πc + 2F ′′∂µπc∂νπc · ∂µχ∂νχ+

+ (∂χ)2 [−2Ke2πc + 2(∂πc)
2K ′ +∇µ(K ′∇µπc) +�πc ·K ′]+

+ ∂µχ∂νχ[−2∇ν(K
′∇µπc) + 2�πce

−2πcK ′′∂µπc∂νπc]+

+ χ2[8Fe4πc − 6F ′e2πc(∂πc)
2 − 2∇µ(F ′e2πc∇µπc) + 2F ′′(∂πc)

4 + 2∇µ(F ′′(∂πc)
2∇µπc]+

+ χ2[�(e2πcK) + 2Ke2πc�πc −�(K ′(∂πc)
2)− 2�πc(∂πc)

2K ′+

+ 2�πce
−2πc(∂πc)

4K ′′ + 2∇µ(�πce
−2πc(∂πc)

2K ′′∇µπc)].

(16)

Íàïîìíèì, ÷òî ôîíîâîå ïîëå πc ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíî, ïîýòîìó â ïðîèçâîäíûõ îò

πc â (16) ïåðåéä¼ì ê ïðîèçâîäíûì ïî âðåìåíè:

∂µπc = π̇c,

�πc = π̈c + 3Hπ̇c,

∂µπ∂νπ∂
µχ∂νχ = π̇2χ̇2,

(17)
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ãäå H =
ȧ

a
- ïàðàìåòð Õàááëà. Ïðèâåä¼ì îäíó âûêëàäêó, âñòðå÷àþùóþñÿ ïðè äèôôå-

ðåíöèðîâàíèè:

∇ν(K
′∇µπc) = ∂νK

′∂µπc +K ′∇ν∇µπc, (18)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî

∇ν∇µπc = ∂ν∂µπc − Γ0
νµ∂0πc =


π̈c ν = µ = 0,

aȧπ̇c ν = µ = i.

(19)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âîçìóùåíèå χ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì, ïîýòîìó

âñòðå÷àþùååñÿ âûðàæåíèå (∂χ)2 â ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé ìåòðèêå Ôðèäìàíà âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∂χ)2 = χ̇2 − 1

a2
(∂iχ)2. (20)

Ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèé (17)-(20) âûðàæåíèå (16) ïðèíèìàåò âèä

L(2) = Uχ̇2 − 1

a2
V (∂iχ)2 +Wχ2, (21)

ãäå

U = e2πc [F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2Y K ′ + 2Y 2K ′′] + 6Hπ̇cK
′ + 6Hπ̇c

3e−2πcK ′′,

V = e2πc [F ′ − 2K + 2Y K ′ + 2Y 2K ′′] + [2Y K ′′ + 2K ′]π̈c + 4HK ′π̇c.
(22)

Ìû íå âûïèñàëè ÿâíûé âèä W , òàê êàê ýòî âûðàæåíèå íå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåé-

øåì. Èíäåêñ c ó ôîíîâîãî ðåøåíèÿ äàëåå íå âûïèñûâàåì.

3.2 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Ìû ïîëó÷èëè ëàãðàíæèàí äëÿ âîçìóùåíèé â ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé ìåòðèêå

Ôðèäìàíà. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, íàéä¼ì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Âûïèøåì ôóíêöèîíàë

ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ïîëó÷åííûé èç ëàãðàíæèàíà äëÿ âîçìóùåíèé:

E = Uχ̇2 +
V

a2
(∂iχ)2 +Wχ2. (23)
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Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñëåäóþò óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôî-

íà.

1) Ñòàáèëüíîå ôîíîâîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè (ñì. Ïðèëîæåíèå A)

U > 0, V > 0. (24)

2) Ïðîâàðüèðîâàâ ëàãðàíæèàí (21) è ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûì ñ W , ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå äâèæåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé â ïðåäåëå âûñîêèõ ÷àñòîò è èìïóëüñîâ:

Uχ̈− 1

a2
V4χ = 0, (25)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ ðàâíà vperturb =
V

U
. Ïîýòîìó óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ â ìîäåëè ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé èìååò âèä

V

U
6 1. (26)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ è

îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé äëÿ âîçìóùåíèé íàä íèì:

U ≥ V > 0. (27)

4 Ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî

Ðàññìîòðèì ìîäåëü íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ

íàõîæäåíèå ôóíêöèé F (Y ) è K(Y ), ïðè êîòîðûõ âñþäó â ôàçîâîé ïëîñêîñòè (π, π̇) íà

óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ìîäåëü ñòàáèëüíà, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ U > 0 è V > 0,

è ïðè ýòîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå U ≥ V , òî åñòü îòñóòñòâóþò ñâåðõñâåòîâûå

ñêîðîñòè. Êîýôôèöèåíòû U è V äëÿ ñëó÷àÿ a = 1 ïðèíèìàþò âèä

U = e2πc [F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2Y K ′ + 2Y 2K ′′],

V = e2πc [F ′ − 2K + 2Y K ′ + 2Y 2K ′′] + [2Y K ′′ + 2K ′]π̈c.
(28)
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Âûðàæåíèå äëÿ π̈ ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (8) ñ ó÷¼òîì, ÷òî a = 1:

π̈ =
2F − 3Y F ′ + 2Y 2F ′′ + 2Y K + 2Y 3K ′′ − 2Y 2K ′

F ′ + 2Y F ′′ − 2K + 2Y 2K ′′ + 2Y K ′
· e2π. (29)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

Z = −F + 2Y F ′ − 2Y K + 2Y 2K ′. (30)

Òîãäà

Z ′ = F ′ + 2Y F ′′ − 2K ′ + 2Y K ′ + 2Y 2K ′, (31)

è âûðàæåíèå (29) äëÿ π̈ ïðèîáðåòàåò âèä

π̈ =
Y Z ′ − 2Z

Z ′
. (32)

Óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè ôîíà U > 0 è V > 0 â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìåþò âèä


Z ′ > 0,

F ′ − 2K + 2Y K ′ − 2Y 2K ′′ − 4 · [K ′ + Y K ′′] · Z
Z ′

> 0.

(33)

Ïðåäúÿâèì ÿâíûé âèä âõîäÿùèõ â ëàãðàíæèàí (4) ôóíêöèé F (Y ) è K(Y ), äëÿ êîòîðûõ

óñëîâèå (33) âûïîëíåíî íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Âûáåðåì â êà÷åñòâå F (Y ) ïîëèíîì

âòîðîãî ïîðÿäêà ïî Y è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ K(Y ) çàâèñèò îò Y ëèíåéíî, òî

åñòü:

F (Y ) = aY 2 + bY,

K(Y ) = cY,
(34)

ãäå a è b - íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Äëÿ ôóíêöèé F (Y ) è K(Y ), çàäàííûõ

â âèäå (34), ïåðâîå íåðàâåíñòâî â óñëîâèè (33) ñ ó÷¼òîì (31) èìååò âèä

6aY + b ≥ 0. (35)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå Y = e−2ππ̇2 âñåãäà ïîëîæèòåëüíî. Óñëîâèå (35) äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè (π, π̇), òî åñòü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ Y, ïîýòîìó
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äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîòðåáóåì a > 0 è b > 0.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â óñëîâèè (33) èìååò âèä

12a2Y 2 + (8ab− 2bc)Y + b2 > 0. (36)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè (π, π̇) íåîáõîäèìî ïîòðå-

áîâàòü, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè áûë îòðèöàòåëåí:

(4a− c)2 − 12a2 < 0. (37)

Èòàê, äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè íà êîýôôèöèåíòû a, b è c íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ: 
a > 0,

b > 0,

4− 2
√

3 <
c

a
< 4 + 2

√
3.

(38)

Ïðè òàêîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî â ìîäåëè îòñóòñòâóþò äóõè è ãðàäèåíòíûå íåñòàáèëüíîñòè. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (38) êîýôôèöèåíòû a, b è c âñåãäà ïîëîæèòåëü-

íû.

Íàéä¼ì òåïåðü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ â ìîäåëè ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ ýòîãî

ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ U ≥ V , êîòîðîå â îáîçíà÷åíèÿõ (30), (31) èìååò âèä

Z ′ ≥ [F ′ − 2K + 2Y K ′ − 2Y 2K ′′]− 4 · [K ′ + Y K ′′] · Z
Z ′

(39)

Äëÿ ôóíêöèé (34) óñëîâèå (39) çàïèøåòñÿ â âèäå

12a2Y + 4ab+ 2bc ≥ 0. (40)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà ïðè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (38). Çàìåòèì,

÷òî íåðàâåíñòâî (39) âûïîëíÿåòñÿ â ñòðîãîì ñìûñëå, òî åñòü ñêîðîñòè âîçìóùåíèé íå

äîñòèãàþò ñêîðîñòè ñâåòà.

11



Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî âñå ðåøåíèÿ

ñòàáèëüíû, è íàä íèìè îòñóòñòâóþò ñâåðõñâåòîâûå âîçìóùåíèÿ ïðè âûáîðå ôóíêöèé

F (Y ) è K(Y ), âõîäÿùèõ â ëàãðàíæèàí (4), â âèäå (34) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

a, b, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (38).

5 Ìåòðèêà Ôðèäìàíà. Çàïðåùàþùàÿ òåîðåìà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé ìåòðèêå Ôðèäìàíà. Íàøà îñíîâíàÿ

öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íà ïîâåäåíèå ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a(t) íå íàêëàäûâàåòñÿ íè-

êàêèõ îãðàíè÷åíèé, òî ñóùåñòâóþò ñòàáèëüíûå ôîíîâûå ðåøåíèÿ π(t) óðàâíåíèÿ ïîëÿ,

âîçìóùåíèÿ íàä êîòîðûìè èìåþò ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåä-

ëèâî ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèé F (Y ) è K(Y ) â ëàãðàíæèàíå (4).

Êîýôôèöèåíòû U è V , çàäàííûå ôîðìóëîé (22), èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî T -

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì

π̇ → −π̇, π̈ → π̈, H → −H. (41)

Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî π̇ > 0. Âûðàçèì π̈ èç óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ (8) ñ ó÷¼òîì (17) ïðè a 6= const è ïîëó÷èì:

π̈ =
2e2π − 3Y e2π − 3 ȧ

a

√
Y eπF ′ + 6 ȧ

a

√
Y eπK − 6 ȧ

a
Y

3
2 eπK ′ − 3 ä

a
Y K ′ + 6 ȧ

a
Y

5
2 eπK ′′+

F ′ + 2Y F ′′ − 2K + 2Y 2K ′′ + 2Y K ′+

−6( ȧ
a
)2Y K ′ + 2Y 3e2πK ′′ − 2Y 2e2πK ′ + 2Y e2πK + 2Y 2e2πF ′′

+6 ȧ
a
Y

3
2 e−πK ′′ + 6 ȧ

a

√
Y e−πK ′

.

(42)

Ââåä¼ì â òåîðèþ íîâûå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå îïðåäåëÿòñÿ ïàðàìåòðîì

Õàááëà
ȧ

a
è âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà

ä

a
. À èìåííî,

èñõîäÿ èç ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé, ââåä¼ì ïàðàìåòðû q è p, ñäåëàâ ñëåäóþùóþ çàìåíó:

ȧ

a
= q · eπ

√
Y ,

ä

a
= p · e2πY.

(43)
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Çàìåòèì, ÷òî q è p ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå çíàêè. Ïîñëå ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ q è p

ôîðìóëà äëÿ π̈ èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä

π̈ =
2F − 3(1 + q)Y F ′ + 2Y 2F ′′ + 2(1 + 3q)Y K − 2(1 + 3q + 3

2
p+ 3q2)Y 2K ′ + 2(1 + 3q)Y 3K ′′

F ′ + 2Y F ′′ − 2K + 2(1 + 3q)Y K ′ + 2(1 + 3q)Y 2K ′′
.

(44)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, ââåä¼ì

íîâîå îáîçíà÷åíèå Z:

Z = −F + 2Y F ′ − 2(1 + 3q)Y K + 2Y 2(1 + 3q)K ′. (45)

Òîãäà

Z ′ = F ′ + 2Y F ′′ − 2K − 3qK + 2(1 + 3q)Y K ′ − 3qY K ′ + 2(1 + 3q)Y 2K ′′. (46)

Ôîðìóëà äëÿ π̈ â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä

π̈ =
Y Z ′ − 2Z + 3qY (K + Y K ′)− 3pY 2K ′ − 6qY K − 6q2Y 2K ′ − 3qY F ′

Z ′ + 3q(K + Y K ′)
. (47)

Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè ìîäåëè. Ôóíêöèè U è V â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ

èìåþò âèä

U = e2π[F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2(1 + 3q) · (K ′Y +K ′′Y 2)] = e2π[Z ′ + 3q(K + Y K ′)],

V =
e2π

a2

[
F ′ − 2K + 2Y K ′ − 2Y 2K ′′ − 2(K ′ + Y K ′)

2Z + 3pY 2K ′ + 6qY K + 6q2Y 2K ′

Z ′ + 3q(K + Y K ′)

]
.

(48)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü äðîáè â (48) ðàâåí e−2πU , òî â îáëàñòè ñòàáèëü-

íîñòè âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå âñåãäà áîëüøå íóëÿ.

5.1 Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è îáëàñòè ñóáñâåòîâûõ ñêîðîñòåé

Íàèáîëåå ïðîñòî ïðåäñòàâèòü óñëîâèå V > 0 â âèäå óñëîâèÿ äëÿ íåêîòîðîãî êâàäðà-

òè÷íîãî ïîëèíîìà ïî q è p, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ôóíêöèé F (Y ) è K(Y ).

À èìåííî, íåðàâåíñòâî V > 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

1

U
(C1 + C2q + C3q

2 − C4p) > 0, (49)
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ãäå

C1 = (F ′ − 2K + 4)(F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m)− 8m(F ′ −K + Y K ′) + 4F (K ′ + Y K ′′),

C2 = 4(F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m) + 6m(F ′ − 2K + 4)− 2m(12Y K ′ − 6K + 3F ′),

C3 = 12m(2− Y K ′),

C4 = 6Y K ′m,

m = K ′Y +K ′′Y 2.

(50)

Íåðàâåíñòâî U > 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m(1 + 3q) > 0. (51)

Âûïèøåì â òàêîé æå ôîðìå óñëîâèå U − V ≥ 0:

1

U
(C̃1 + C̃2q + C̃3q

2 + C̃4p) ≥ 0, (52)

ãäå

C̃1 = (2F ′′Y + 2m− 4)(F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m) + 8m(F ′ −K + Y K ′)− 4F (K ′ + Y K ′′),

C̃2 = 2(3m− 4)(F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m) + 6m(2F ′′Y + 2m− 4) + 6m(4Y K ′ − 2K + F ′),

C̃3 = 2(3m− 4) + 12Y K ′m = 36m2 − C3,

C̃4 = 6Y K ′m.

(53)

Îòìåòèì, ÷òî C̃4 = C4.

5.2 m 6= 0

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé m 6= 0. Îáëàñòè ñòàáèëüíîñòè è îáëàñòè ñóáñâåòîâûõ

ñêîðîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì (49), (51) è (52) èçîáðàçèì â âèäå îáëàñòåé â

êîîðäèíàòàõ (q, p). Ãðàíèöàìè îáëàñòåé, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (49) è (52)
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ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàáîëû:

C4p = C3q
2 + C2q + C1, (54)

−C4p = C̃3q
2 + C̃2q + C̃1. (55)

Èç (48) ñëåäóåò, ÷òî ëèíèÿ, íà êîòîðîé U = 0, îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû

q = − 1

6m
(F ′ + 2F ′′Y − 2K − 2m). (56)

Ïàðàáîëû (54) è (55) ïðè ëþáîì Y êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â îäíîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (54) è (55), ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà

q:

36m2q2 + 12m(F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m)q + (F ′ + 2F ′′Y − 2K + 2m)2 = 0, (57)

êîòîðîå èìååò íóëåâîé äèñêðèìèíàíò, ïðè÷¼ì åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (56), òî åñòü

òî÷êà, â êîòîðîé U = 0.

Cäåëàåì åù¼ îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó C3 + C̃3 = 36m2, òî êîýôôèöèåíòû

C3 è C̃3 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü îòðèöàòåëüíûìè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà C3 è

C̃3 èìåþò ðàçíûå çíàêè.

1 ) Åñëè C̃3 < 0, òî C3 = 36m2 + |C̃3| > |C̃3|, è ïàðàáîëà (54) ðàñò¼ò èëè óáûâàåò

áûñòðåå ïàðàáîëû (55) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà C4.

2 ) Åñëè C3 < 0, òî C̃3 = 36m2 + |C3| > |C3|, è ïàðàáîëà (55) ðàñò¼ò èëè óáûâàåò

áûñòðåå ïàðàáîëû (54) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà C4.

Íà ðèñ. (1) èçîáðàæåíû îáëàñòè ñòàáèëüíîñòè, à òàêæå îáëàñòè ñóáñâåòîâûõ ñêîðî-

ñòåé â êîîðäèíàòàõ (q, p), ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (49), (51) è (52).
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a) C3 > 0, C̃3 > 0, C4 > 0 b) C3 > 0, C̃3 > 0, C4 < 0

c) C3 > 0, C̃3 < 0, C4 > 0 d) C3 < 0, C̃3 > 0, C4 < 0

e) C3 < 0, C̃3 > 0, C4 > 0 f) C3 > 0, C̃3 < 0, C4 < 0

Ðèñ. 1: Îáëàñòè ñòàáèëüíîñòè ðåøåíèé è îáëàñòè ñóáñâåòîâûõ ñêîðîñòåé íà ïëîñêîñòè
(q, p).

Ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè è îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðî-

ñòåé â çàêðàøåííûõ îáëàñòÿõ ñïðàâà îò ïóíêòèðíîé ëèíèè. Îáëàñòè U > 0, V > 0

è U > V ðàñïîëîæåíû â óêàçàííûõ ñòðåëêàìè ñòîðîíàõ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ðèñ. (1) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ ñòàáèëüíîãî ôîíà U > 0 è V > 0 íå
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èñêëþ÷àþò îáëàñòü ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé U < V , åñëè ìû íå íàêëàäûâàåì íà q è

p (èíà÷å ãîâîðÿ, íà äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ìàòåðèè) íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè âñåãäà ñóùåñòâóåò îáëàñòü ñâåðõñâåòîâûõ

ñêîðîñòåé äëÿ âîçìóùåíèé íàä ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè äóõîâ

è ãðàäèåíòíûõ íåñòàáèëüíîñòåé.

5.3 m = 0

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñîáûé ñëó÷àé m = 0, ïðè êîòîðîì C3 = C̃3 = C4 = C̃4 = 0, è â

óñëîâèÿ (49), (51) è (52) íå âõîäèò p. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è îòñóòñòâèÿ

ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé ïðèíèìàþò âèä


U = F ′ − 2K + 2F ′′Y > 0.

V = F ′ − 2K + 4(q + 1) > 0,

U − V = 2F ′′Y − 4(q + 1) ≥ 0.

(58)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî, çàôèêñèðîâàâ Y , ïðè êîòîðîì U > 0, óñëîâèå U − V ≥ 0 íå âûïîë-

íÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ q, à óñëîâèå V > 0, íàîáîðîò, âûïîëíÿåòñÿ.

5.4 Ñïðàâåäëèâîñòü âûâîäîâ ïðè PM , ρM �Mpl

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âñå ñäåëàííûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû â ïðåäåëàõ ïðèìåíè-

ìîñòè êëàññè÷åñêîé òåîðèè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

PM �M4
pl,

ρM �M4
pl,

(59)

ãäå PM � äàâëåíèå, ρM � ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè, îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòð Õàááëà

è åãî ïðîèçâîäíóþ.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (59) äëÿ íàøèõ âûâîäîâ âûïîëíÿþòñÿ. Èç ôîðìóë (43) è óðàâ-

íåíèé Ôðèäìàíà ñëåäóåò, ÷òî

PM = − 1

8π
M2

pl · (2p+ q2)Y e2π, ρM =
3

8π
M2

pl · q2Y e2π. (60)
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Â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè è îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñêîðîñòåé (49), (51) è (52) ôèãó-

ðèðóåò òîëüêî âåëè÷èíà Y , à íå π è π̇ ïî îòäåëüíîñòè. Çàôèêñèðîâàâ Y , p è q è óìåíüøàÿ

e2π, ìû âñåãäà ìîæåì ñäåëàòü çíà÷åíèÿ PM è ρM ñêîëü óãîäíî ìàëûìè, òàê ÷òî óñëîâèÿ

(59) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ. Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó.

Òåîðåìà. Â äèëàòàöèîííî-èíâàðèàíòíûõ òåîðèÿõ ñ ãàëèëåîíîì è ëàãðàíæèàíîì âè-

äà (4) â ìåòðèêå Ôðèäìàíà âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîâåäåíèå ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà, ïðè

êîòîðîì èìåþòñÿ ñòàáèëüíûå ôîíîâûå ðåøåíèÿ, âîçìóùåíèÿ íàä êîòîðûìè ðàñïðî-

ñòðàíÿþòñÿ ñî âñåðõñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà äèëàòàöèîííî-èíâàðèàíòíàÿ ìîäåëü ñ ãàëèëåîíîì.

Â ñëó÷àå ôîíîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ïðåäúÿâëåí ëàãðàíæèàí, äëÿ êîòîðîãî

âñå îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ñòàáèëüíû, âîçìóùåíèÿ íàä íèìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêî-

ðîñòÿìè, íå ïðåâûøàþùèìè ñêîðîñòü ñâåòà. Â ìåòðèêå Ôðèäìàíà ïîêàçàíî, ÷òî ïîäáî-

ðîì çàâèñèìîñòè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà îò âðåìåíè ìîæíî ïîëó÷èòü ôîíîâûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè, âîçìóùåíèÿ íàä êîòîðû-

ìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñâåðõñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñôîðìó-

ëèðîâàíî è äîêàçàíî â ðàáîòå â ôîðìå çàïðåùàþùåé òåîðåìû íà îñíîâå òðåáîâàíèÿ

îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ ñèãíàëîâ.
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Ïðèëîæåíèå

A Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôîíîâîãî ðåøåíèÿ

Â ãëàâå 3 ìû ïîëó÷èëè ëàãðàíæèàí äëÿ âîçìóùåíèé, êîòîðûé èìååò âèä

L(2) = Uχ̇2 − 1

a2
V (∂iχ)2 +Wχ2, (61)

ãäå U , V è W çàâèñÿò îò πc è π̇c. Åñëè èçìåíåíèÿ âîçìóùåíèÿ χ ïðîècõîäÿò íà ìàëûõ

âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåííûì ìàñøòàáîì èçìåíåíèÿ ôîíîâîãî ïîëÿ

πc, òî çàâèñèìîñòüþ U , V è W îò âðåìåíè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ôóíêöîíàë ïëîòíîñòè

ýíåðãèè ðàâåí

E = Uχ̇2 +
V

a2
(∂iχ)2 +Wχ2. (62)

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

Uω2 =
V

a2
p2 +W, (63)

ãäå ω � ÷àñòîòà, p � èìïóëüñ âîçìóùåíèé. Ñòàáèëüíîå ôîíîâîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò

ïðè óñëîâèè

U > 0, V > 0, W ≥ 0, (64)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ôíóêöèîíàëà ïëîòíîñòè ýíåðãèè (62).

Áîëåå êîíêðåòíî ðàññìîñòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè íåóñòîé÷èâîñòè ôîíà â ðàññìàòðèâà-

åìîé ìîäåëè.

1 ) U > 0, V = 0

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì íèçêîýíåðãåòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíóþ òåîðèþ, òî äëÿ íå¼

ñóùåñòâóåò õàðàêòåðíûé óëüòðàôèîëåòîâûé ìàñøòàá îáðåçàíèÿ Λ. Ïðè V = 0 ìû äîëæ-

íû ðàññìîòðåòü â ëàãðàíæèàíå ïîïðàâêè, ïîäàâëåííûå ôàêòîðîì Λ−1, ïîñêîëüêó â ýòîì

ñëó÷àå îíè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Ëàãðàíæèàí äëÿ âîçìóùåíèé ñ ó÷¼òîì ñëàãàåìûõ

âûñøåãî ïîðÿäêà èìååò âèä

L(2) = Uχ̇2 +
1

Λ2
[aχ̈2 + bχ̇2(∂iχ)2 + c(∂i∂iχ)2], (65)
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ãäå ìû ïîëîæèëè W = 0.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå c òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê èìååò âèä

Uω2 =
c

Λ2
p4, (66)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòè îòñóòñòâóþò ïðè c > 0.

2 ) U > 0, V > 0, W < 0. Òàõèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (63) ñëåäóåò, ÷òî ω ñòàíîâèòñÿ ìíèìîé ïðè äîñòàòî÷íî

íèçêèõ èìïóëüñàõ V p2 < |W |, ïîýòîìó èìååòñÿ ðàñòóùåå âîçìóùåíèå χ ∝ exp(
∫
|ω|dt).

Ýòî ñïðàâåäëèâî ïðè ìàëûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ èçìåíåíèÿ âîçìóùåíèÿ |ω| ≤
(
|W |
U

)1/2

.

Òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûìè, åñëè âðåìåííîé ìàñøòàá èçìå-

íåíèÿ ôîíîâîãî ðåøåíèÿ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ

(
U

|W |

)1/2

. Â äàííîé ðàáîòå òàõèîííûå

íåóñòîé÷èâîñòè ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

3 ) U > 0, V < 0 èëè U < 0, V > 0. Ãðàäèåíòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (63) ïðèâîäèò ê ìíèìûì ÷àñòîòàì ω ïðè âûñîêèõ èìïóëü-

ñàõ, è âîçìóùåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñò¼ò, ÷òî ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôè÷åñêîé íåóñòîé-

÷èîâîñòè ôîíîâîãî ðåøåíèÿ.

4 ) U < 0, V < 0. Äóõîâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ (62) îòðèöàòåëüíà, òî ÷àñòèöû âîçìóùåíèÿ χ ïîñëå êâàíòîâàíèÿ

áóäóò èìåòü îòðèöàòåëüíûå ýíåðãèè è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äóõè. Âàêóóì â äàííîì ñëó-

÷àå íåóñòîé÷èâ, òàê êàê ðîæäåíèå ïàð äóõè-îáû÷íûå ÷àñòèöû íå çàïðåùåíî çàêîíîì

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû îáñóæäàåì ãðàäèåíòíûå è äóõîâûå íåóñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó

èõ ñóùåñòâîâàíèå äåëàåò ôîíîâîå ðåøåíèå çàâåäîìî íåñòàáèëüíûì.
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