
Çàäà÷è êîëëîêâèóìà, âåñíà 2016.

1. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà âî âíåøíåì ïîëå.

Íàïèñàòü ïîëíîå äåéñòâèå äëÿ çàðÿæåííîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Áó-

äåì ñ÷èòàòü ïîëå âíåøíèì, ïðåíåáðåãàÿ òåì ñàìûì èçìåíåíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ïðè äâè-

æåíèè ÷àñòèöû. Âû÷èñëèòü ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû è íàéòè åãî ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â

ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ.

2. Äèëàòàöèîííàÿ ñèììåòðèÿ.

1) Ðàññìîòðèì òåîðèþ îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè, îïèñûâàåìóþ äåéñòâèåì

S =

∫
d4x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− λ

4
ϕ4

]
.

Ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé äèëàòàöèè

ϕ(x)→ ϕ′(x) = αϕ(αx) ,

ãäå α � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð. Íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê. Ïîäîáðàòü

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµν òàê, ÷òîáû ñëåä åãî áûë ðàâåí íóëþ íà óðàâíåíèÿõ ïîëÿ, Tµµ = 0.
2) Íàéòè àíàëîã äèëàòàöèîííîé ñèììåòðèè â ìîäåëè Ëèóâèëëÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè ñ äåéñòâèåì

S =

∫
d2x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− aebϕ
]
,

ãäå µ = 0, 1; a, b � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ϕ � äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå.

3. Ñëàáîå ÿâíîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè è ìàññû �ïñåâäîãîëäñòîóíîâñêèõ� áîçî-

íîâ.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé ñ ëàãðàíæèàíîì

L = L0 + L1 ,

ãäå

L0 =
1

2
∂µϕ

1∂µϕ1 +
1

2
∂µϕ

2∂µϕ2 +
µ2

2
[(ϕ1)

2 + (ϕ2)
2]− λ

4
[(ϕ1)

2 + (ϕ2)
2]2

è

L1 = εU(ϕ1) ,

ïðè÷åì ε � ìàëûé ïàðàìåòð, U íåòðèâèàëüíî çàâèñèò òîëüêî îò êîìïîíåíòû ϕ1. ×àñòü L0
ïîëíîãî ëàãðàíæèàíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîé SO(2) ñèììåòðèè.

1) Íàéòè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê è íàìáó-ãîëäñòîóíîâñêóþ ìîäó ïðè ε = 0.
2) Íàéòè ëåã÷àéøóþ ìîäó è åå ìàññó ïðè ε 6= 0 â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî ε (òàêóþ ìîäó

íàçûâàþò ïñåâäîãîëäñòîóíîâñêîé).

3) Íàéòè ñâÿçü ìåæäó ÷åòûðåõäèâåðãåíöèåé òîêà, ïîñòðîåííîãî â ï. 1), ñ ïñåâäîãîëäñòî-

óíîâñêîé ìîäîé â íèçøåì ïîðÿäêå ïî ïîëÿì îòêëîíåíèé îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è â íèçøåì

íåòðèâèàëüíîì ïîðÿäêå ïî ε.
4. Ñîëèòîíû â ìîäåëè íåñêîëüêèõ ïîëåé.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ N äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φa, a = 1, . . . , N , â (1+1)-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè. Ïóñòü ïîòåíöèàë èìååò âèä

V =
1

2

∑
a

(
∂U

∂φa

)2

,

ãäå U(φ1, . . . , φN ) � ôóíêöèîíàë ïîëåé φa, íàçûâàåìûé ñóïåðïîòåíöèàëîì.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ýêñòðåìóìû ñóïåðïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìóìàì ïîòåíöèàëà.
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2. Ïóñòü ñóïåðïîòåíöèàë âûáðàí òàê, ÷òî èìååòñÿ äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî âûðîæäåííûõ âà-

êóóìîâ φ(1), φ(2), . . . . Òîãäà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñòàòè÷åñêèå òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû,
èíòåðïîëèðóþùèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè âàêóóìàìè (àíàëîãè êèíêà). Èñïîëüçóÿ âñïîìî-

ãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî
+∞∫
−∞

dz
∑
i

1

2

(
∂φi
∂z
− ∂U

∂φi

)2

≥ 0,

ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ Eαβ ñîëèòîíà, èíòåðïîëèðóþùåãî ìåæäó âàêóóìàìè φ(α) è φ(β),
îãðàíè÷åíà ñíèçó, Eαβ ≥ Σαβ = |U [φ(α)] − U [φ(β)]|, è ìèíèìóì ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ íà

ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ àíàëî-

ãèþ, ÷òî ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèÿì ïîëÿ, ïîëó÷åííûì èç èñõîäíîãî ëàãðàíæèàíà, òî åñòü â ìîäåëè ñóùåñòâóþò

ñòàáèëüíûå ñòàòè÷åñêèå ñîëèòîíû ñ ýíåðãèåé Σαβ , èíòåðïîëèðóþùèå ìåæäó âàêóóìàìè

φ(α) è φ(β).

3. Ïóñòü N = 2,

U =
m2

λ
φ1 − λ

3
φ31 − αφ1φ22.

Íàéòè ìíîæåñòâî âàêóóìîâ â ìîäåëè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòà 2, ïîêàçàòü, ÷òî

èìååòñÿ íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî âûðîæäåííûõ ïî ýíåðãèè ñîëèòîíîâ, èíòåðïîëèðóþùèõ

ìåæäó âàêóóìàìè ñ íàèáîëüøåé ðàçíèöåé Σαβ . Íàéòè ýòè ñîëèòîíû � ÿâíî ïðè ρ ≡
λ/α = 1 è ρ = 4, â êâàäðàòóðàõ ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ρ. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè, èçîá-

ðàæàþùèå ðàçëè÷íûå ñîëèòîíû èç ýòîãî ñåìåéñòâà ïðè ρ = 4. Íàéòè ñîëèòîíû, èíòåð-

ïîëèðóþùèå ìåæäó îñòàëüíûìè âàêóóìàìè.

5. Êèíêè ñ ìîäèôèöèðîâàííûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â (1+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè ñ ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2
(∂µφ)2 − α

4
(∂µφ)2 (∂νφ)2 − λ

4

(
1 +

3

2
αλv4

)(
φ2 − v2

)2
, µ = 0, 1.

Ïîêàçàòü, ÷òî â òåîðèè ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ òèïà êèíêà ïðè ëþáûõ α. Íàéòè ðåøåíèå ÿâíî

ïðè α→∞.

6. V�ïîòåíöèàë.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ îäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â (d + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè ñ ëàãðàíæèàíîì

L = |∂µφ|2 − λ|φ|, (1)

ãäå λ > 0.

1. Íàéòè ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà λ.

2. Íàéòè ãëîáàëüíóþ ñèììåòðèþ è ñîõðàíÿþùèéñÿ çàðÿä Q.

3. Îïèñàòü ìíîæåñòâî âàêóóìîâ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îêîëî âàêóóìà

â ìîäåëè (1)? Ðåãóëÿðèçîâàòü ïîòåíöèàë âáëèçè ìàëûõ çíà÷åíèé ïîëÿ. ×òî ïðîèñõîäèò

ñ ìàññîé âîçáóæäåíèé íàä âàêóóìîì â ïðåäåëå ñíÿòèÿ ðåãóëÿðèçàöèè?

4. Ïîêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè èìåþòñÿ ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íûì çàðÿäîì Q è êîíå÷íîé

ýíåðãèåé E, òî åñòü Q-øàðû. Íàéòè çàâèñèìîñòü E(Q) äëÿ òàêèõ ðåøåíèé, îáñóäèòü

óñòîé÷èâîñòü.

5. Äëÿ d = 1, 2, 3 íàéòè Q-øàðû â ÿâíîì âèäå. Èçó÷èòü ïîâåäåíèå ïîëÿ âäàëè îò öåíòðà

Q-øàðà.
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7. Âçàèìîäåéñòâèå ñ íåñòàòè÷åñêèì èñòî÷íèêîì.

Èçó÷èì âçàèìîäåéñòâèå êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîé òåîðèè ñ âíåøíèì èñòî÷-

íèêîì âèäà J(t, x) = j(x)eiωt, ãäå ôóíêöèÿ j(x) ëîêàëèçîâàíà â ïðîñòðàíñòâå, à ω � ðàçìåðíûé

ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå∫
(∂µφ∂

µφ∗ − V (φφ∗) + J(t, x)φ∗ + J∗(t, x)φ)dtdx

ñ U(1)-èíâàðèàíòíûì ïîòåíöèàëîì V . Íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ãëîáàëüíûé çàðÿä è ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ, âîçíèêàþùèå â òåîðèè áåç âíåøíåãî èñòî÷íèêà, íå ñîõðàíÿþòñÿ. Îáúÿñíèòå ïðè÷èíó

íàðóøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òîæäåñòâ. Íàéäèòå ñîõðàíÿþùóþñÿ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ.
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