
Óñëîâèÿ ñäà÷è ýêçàìåíà ïî êóðñó �Êëàññè÷åñêèå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ�
(âåñíà 2018)

Îöåíêà çà ýêçàìåí âûñòàâëÿåòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì óñòíîé ñäà÷è ðåøåííûõ äîìà çàäà÷ èç
ïðèâåäåííîãî íèæå ñïèñêà. Ñòóäåíòû, íå ñäàâøèå çàäà÷ó ñ êîëëîêâèóìà ê ýêçàìåíó íå
äîïóñêàþòñÿ. Âñå çàäà÷è ðåêîìåíäóþòñÿ äëÿ ðàçáîðà. Îäíà èç íèõ ôèêñèðóåòñÿ â òå÷å-
íèå ñåìåñòðà â êà÷åñòâå îáÿçàòåëüíîé äëÿ ðàçáîðà ó äîñêè. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíêè "îòëè÷íî íåîáõîäèìî ñäàòü äîïîëíèòåëüíóþ çàäà÷ó (åå íåëüçÿ ñäàâàòü ëåêòîðó
èëè ñåìèíàðèñòàì).

Çàäà÷è ê ýêçàìåíó ïî êóðñó �Êëàññè÷åñêèå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ�
(âåñíà 2018)

1. Ëåíòû âîêðóã ìåêñèêàíñêîé øëÿïû.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φa, a = 1, 2, â (1+1)�ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ëàãðàíæèàí âûáåðåì â âèäå (ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó a ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå)

L =
1

2
∂µφ

a∂µφ
a − λ

4

(
φaφa − v2

)2 − εφ1 .

1. Íàéòè ðàçìåðíîñòè êîíñòàíò λ, v è ε.

2. Íàéòè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå è ñïåêòð ìàëûõ âîçìóùåíèé îêîëî íåãî ïðè ìàëûõ ε.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε â ìîäåëè èìååòñÿ ñîëèòîí � ñòàòè÷åñêèé
ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ïî-
ëÿ è èìåþùèé êîíå÷íóþ ýíåðãèþ.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ñîëèòîí ìîæíî ïðîäåôîðìèðîâàòü â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàê,
÷òî âñå ïðîìåæóòî÷íûå ïîëåâûå êîíôèãóðàöèè áóäóò èìåòü êîíå÷íóþ ýíåðãèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ñîëèòîí íå èìååò òîïîëîãè÷åñêîé ïðèðîäû.

5. Îöåíèòü âûñîòó ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà ìåæäó ñîëèòîíîì è îñíîâíûì ñîñòîÿíè-
åì ïðè ìàëûõ ε.

2. Ëîêàëèçîâàííûå ìîäû íà äîìåííîé ñòåíêå. Èçó÷èì äîìåííûå ñòåíêè â
òåîðèè äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ ñ ïîòåíöèàëîì

V =

{
λ(|ϕ| − v)2, |ϕ| > ϕ0,

C0 − C1ϕ
2 |ϕ| ≤ ϕ0,

ãäå êîíñòàíòû C0 = λv2
(
1− ϕ0

v

)
è C1 = λ

(
v
ϕ0
− 1
)
ïîäîáðàíû ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè V . Óñòîé÷èâû ëè ñòåíêè? Íàéòè ÷èñëî ëîêàëèçîâàííûõ ìîä â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

3. Àáåëåâà ìîäåëü Õèããñà è ñâåðõïðîâîäèìîñòü.

Ðàññìîòðèì àáåëåâó ìîäåëü Õèããñà, â êîòîðîé Aµ � îáû÷íîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå,
à ñêàëÿðíîå ïîëå φ ñîîòâåòñòâóåò êîíäåíñàòó êóïåðîâñêèõ ïàð ýëåêòðîíîâ; çíàê ïåðåä
m2|φ|2 â ëàãðàíæèàíå çàâèñèò îò âíåøíèõ óñëîâèé.
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1. Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåðìèíàõ E è B, îïðåäåëèòü òîê è ýëåêòðè÷åñêîå
ñîïðîòèâëåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî â âàêóóìå φ = v èìååò ìåñòî ýôôåêò Ìåéññíåðà äëÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ðàâåíñòâî íóëþ ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

2. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, êîãäà ñòàíîâèòñÿ m2 < 0, â íåé îáðàçóþòñÿ
âèõðè Àáðèêîñîâà, âíóòðè êîòîðûõ φ ≈ 0, à ñíàðóæè φ ≈ v. Ïóñòü λ � êîí-
ñòàíòà ñàìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà), à e �
êàëèáðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà (ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä). Ïî÷åìó â ñâåðõïðîâîäíèêå II
ðîäà (λ� e2) îáðàçóåòñÿ ðåøåòêà èç áîëüøîãî ÷èñëà N âèõðåé ñ òîïîëîãè÷åñêèì
÷èñëîì 1 êàæäûé, à â ñâåðõïðîâîäíèêå I ðîäà (λ � e2) îáðàçóåòñÿ îäèí áîëü-
øîé âèõðü ñ òîïîëîãè÷åñêèì ÷èñëîì N , òî åñòü â áîëüøîì îáúåìå âíóòðè âèõðÿ
ýôôåêòèâíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ îáû÷íàÿ ôàçà φ = 0?

4. Ëèïàòîí.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â (3 + 1)�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ
ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2
∂µϕ∂µϕ+

λ

4
ϕ4 ,

ãäå λ > 0. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë V (ϕ) = −λ
4
ϕ4 íå îãðàíè÷åí ñíèçó, ïîýòîìó îñíîâíîå

ñîñòîÿíèå â ìîäåëè îòñóòñòâóåò. Ãðóáî ãîâîðÿ, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ
ϕ =∞. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. ßâëÿåòñÿ ëè ñîñòîÿíèå ϕ = 0 óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé ñ
êîíå÷íîé ýíåðãèåé?

2. Åñëè äà, íàéòè â ÿâíîì âèäå åâêëèäîâ ïóçûðü, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñïàäó ñîñòî-
ÿíèÿ ϕ = 0 òóííåëüíûì îáðàçîì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî λ � 1, íàéòè êâàçèêëàññè÷åñêóþ
ýêñïîíåíòó äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàñïàäà.

3. ∗ Èçó÷èòü ëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ íàä ïîëó÷åííûì ñîëèòîíîì â åâêëèäîâîé òåîðèè.

5. Å�øàðû. Ðàññìîòðèì â (3+1) èçìåðåíèÿõ òåîðèþ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
φ ñ ïîòåíöèàëîì V (φ), äîïóñêàþùèì ñóùåñòâîâàíèå Q-øàðîâ:

V (φ) = v2M2 ïðè |φ| → ∞,

V (φ) =M2|φ|2 ïðè |φ| → 0.

Ïóñòü ïîëå φ âçàèìîäåéñòâóåò ñ àáåëåâûì êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì (ýëåêòðîìàãíèòíûì),
çàðÿä ïîëÿ e.

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàðÿäà e äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

dE/dω = ωdQ/dω,

ãäå E � ýíåðãèÿ ñîëèòîíà, Q � åãî çàðÿä, à ω � ïàðàìåòð â àíçàöå, φ = eiωtF (r).

2. Íàéòè çàâèñèìîñòü E(Q) ïðè e = 0 è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê.

3. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé, íàéòè ïåðâóþ íåòðèâèàëüíóþ ïîïðàâêó ïðè ìà-
ëîì e. Îöåíèòü èçìåíåíèå â E(Q). Êàê ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîîòíîñèòñÿ ñ êó-
ëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì. Ðàáîòàåò ëè òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè áîëüøèõ çàðÿäàõ
Q?
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6. ÁÏÑ-âèõðü íà H2. Óðàâíåíèÿ äëÿ âèõðÿ â àáåëåâîé ìåäåëè Õèããñà ìîãóò áûòü
ñâåäåíû ê óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó êîíñòàí-
òîé ñàìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ λ è ýëåêòðè÷åñêîì çàðÿäîì e.

1. Ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèì óòâåðæäåíèåì â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñî-
îòíîøåíèå íàçûâàþò óñëîâèåì Áîãîìîëüíîãî-Ïðàñàäà-Ñîììåðôèëäà (ÁÏÑ). Âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ îðèãèíàëüíûìè ðàáîòàìè èëè, íàïðèìåð, êíèãîé À.Ñ. Øâàðöà, §3.

2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî îáðàçóåò ãèïåðáîëîèä H2 ñ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíîé. Âíåøíþþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ìåòðèêó ìîæíî âûáðàòü êàê

dl2 =
4R4

(R2 − x2 − y2)2
(dx2 + dy2),

R = const � ïàðàìåòð. Ïðè ïîìîùè ÁÏÑ-ïðîöåäóðû äëÿ ñòàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñëåäóþò ëè èç íèõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà?

3. Ðåøèòü ïîëó÷åííûå óðâíåíèÿ.

7. Ñôàëåðîí â àáåëåâîé ìîäåëè Õèããñà. Íàéòè ñôàëåðîí â àáåëåâîé ìîäåëè
Õèããñà â (1 + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

8. Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðåé. Ðàññìîòðèì àáåëåâó ìîäåëü Õèããñà â
(2+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ïóñòü ìàññà õèããñîâñêîãî áîçîíà mH ìíîãî
áîëüøå ìàññû âåêòîðíîãî áîçîíà mV .

1) Íàéòè ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âèõðåé ñ îäíîé íàìîòêîé, íàõîäÿùèõñÿ íà
ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà, â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. r � m−1V , áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ;

2. â ïðåäåëå m−1H � r � m−1V , ñ÷èòàÿ ÷òî

| ln(rmV )| � 1, | ln(rmH)| � 1.

2) Òî æå äëÿ ïàðû âèõðü-àíòèâèõðü.
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9. Ñäâèãîâàÿ ñèììåòðèÿ. Ïóñòü ëàãðàíæèàí äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿ φ ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé X = ∂µφ∂

µφ,

L = F (X).

Íàéòè ñèììåòðèè è âàêóóìû òåîðèè. Êàêèå èç ýòèõ âàêóóìîâ êëàññè÷åñêè ñòà-
áèëüíû? Âñå ëè âîçìóùåíèÿ íàä ýòèìè âàêóóìàìè èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ýíåð-
ãèþ? Ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðåçóëüòàòû íà ïðèìåðå F (X) = (X − X0)

2, ãäå X0 �
ïàðàìåòð. Ïðîèñõîäèò ëè ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè? Âûïîëíÿåòñÿ ëè òåî-
ðåìà Ãîëäñòîóíà?

10. Âçàèìîäåéñòâèå íà ãðàíèöå. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ òåîðèþ äåéñòâèòåëü-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ(t, x) ñ äåéñòâèåì

S =
1

2

∫
dt

∞∫
0

dx
[
(∂µφ)

2 −m2φ2
]
− µ

∫
dt [1− cos(φ(t, 0))] .

Âçàèìîäåéñòâèå â ýòîé òåîðèè ëîêàëèçîâàíî ïðè x = 0.

1) Íàéòè âàêóóìû ìîäåëè ïðè m = 0.

2) ×òî ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïîõîæèå ðåøåíèÿ ïðè ìàëîé, íî íåíóëåâîé ìàññå,
m� µ?

3) Íàéòè ñôàëåðîíû ïðè m 6= 0.

4) Ïðè m = 0 íàéòè èíñòàíòîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäàì ìåæäó âûðîæäåí-
íûìè âàêóóìàìè. ×åìó ðàâíî åâêëèäîâî äåéñòâèå íà ýòèõ ðåøåíèÿõ? Êàê îíî
èçìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ìàëîé ìàññû m.

11. Âèõðè â òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà.

Íàéòè ÿâíûé ïðîôèëü ïîëåé âèõðÿ â ðàáîòå: R. Jackiw and S. Y. Pi, Phys. Rev.
Lett. 64 (1990) 2969. doi:10.1103/PhysRevLett.64.2969

12. V�ïîòåíöèàë.
Ðàññìîòðèì òåîðèþ îäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â (d + 1)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ëàãðàíæèàíîì

L = |∂µφ|2 − λ|φ|, (1)

ãäå λ > 0.

(a) Íàéòè ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà λ.

(b) Íàéòè ãëîáàëüíóþ ñèììåòðèþ è ñîõðàíÿþùèéñÿ çàðÿä Q.

(c) Îïèñàòü ìíîæåñòâî âàêóóìîâ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îêî-
ëî âàêóóìà â ìîäåëè (1)? Ðåãóëÿðèçîâàòü ïîòåíöèàë âáëèçè ìàëûõ çíà÷åíèé
ïîëÿ. ×òî ïðîèñõîäèò ñ ìàññîé âîçáóæäåíèé íàä âàêóóìîì â ïðåäåëå ñíÿòèÿ
ðåãóëÿðèçàöèè?

(d) Ïîêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè èìåþòñÿ ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íûì çàðÿäîì Q
è êîíå÷íîé ýíåðãèåé E, òî åñòü Q-øàðû. Íàéòè çàâèñèìîñòü E(Q) äëÿ òàêèõ
ðåøåíèé, îáñóäèòü óñòîé÷èâîñòü.

(e) Äëÿ d = 1, 2, 3 íàéòè Q-øàðû â ÿâíîì âèäå. Èçó÷èòü ïîâåäåíèå ïîëÿ âäàëè
îò öåíòðà Q-øàðà.
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