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Введение Кротовые норы и NEC

Кротовые норы и полузамкнутые миры

Теорема Пенроуза о Сингулярности
Некомпактность гиперповерхности Коши.
Выполнение Изотропного Условия Энергодоминантности
(Null Energy Condition, NEC):
T𝜇𝜈𝜂

𝜇𝜂𝜈 > 0 для любого светоподобного вектора 𝜂𝜇.
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Введение Кротовые норы и NEC

Галилеоны и теория Хорндески

Первое употребление термина «Галилеон»
A. Nicolis, R. Rattazzi and E. Trincherini, Phys. Rev. D 79, 064036 (2009)
doi:10.1103/PhysRevD.79.064036 arXiv:0811.2197 [hep-th].

Инвариантность уравнений движения относительно замены
𝜕𝜇𝜋 → 𝜕𝜇𝜋 + b𝜇, где b𝜇 – постоянный вектор.
Уравнения движения, не содержащие производных выше второго
порядка, несмотря на производную второго порядка в
лагранжиане.

Первая статья
G. W. Horndeski, Int. J. Theor. Phys., 10, 363 (1974)
doi:10.1007/BF01807638.
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Введение Кротовые норы и NEC

Теория Хорндески

S =

∫︁
d4x

5∑︁
i=2

ℒi

ℒ2 =K (𝜑,X ),

ℒ3 = − G3(𝜑,X )�𝜑,

ℒ4 =G4(𝜑,X )R + G4X
[︀
(�𝜑)2 − (∇𝜇∇𝜈𝜑)2]︀

ℒ5 =G5(𝜑,X )G𝜇𝜈∇𝜇∇𝜈𝜑

− 1
6
G5X

[︀
(�𝜑)3 − 3�𝜑(∇𝜇∇𝜈𝜑)2 + 2(∇𝜇∇𝜈𝜑)3]︀ ,

X = −1
2∇𝜇𝜑∇𝜇𝜑, �𝜑 = ∇𝜇∇𝜇𝜑;

R – скалярная кривизна;
G𝜇𝜈 = R𝜇𝜈 − 1

2g𝜇𝜈R – тензор Эйнштейна;
сигнатура метрики (−,+,+,+).
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Условия устойчивости

Метрика

Общий вид

ds2 = −a2(r)dt2 +
dr2

b2(r)
+ c2(r)

(︀
d𝜃2 + sin2 𝜃d𝜙2)︀

Калибровка a(r) = b(r).
Асимптотики: a(r) → 1, c(r) → |r | при r → ±∞.
Поведение c(r): c(r)

r0
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Условия устойчивости

Разложение по сферическим гармоникам

s(t, r , 𝜃, 𝜙) =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

slm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

Va(t, r , 𝜃, 𝜙) =
𝛾

∇aΦ1(t, r , 𝜃, 𝜙) + Eb
a

𝛾

∇bΦ2(t, r , 𝜃, 𝜙),

Tab(t, r , 𝜃, 𝜙) =
𝛾

∇a
𝛾

∇bΨ1 + 𝛾abΨ2(t, r , 𝜃, 𝜙)

+
1
2

(︂
E c

a

𝛾

∇c
𝛾

∇bΨ3(t, r , 𝜃, 𝜙) + E c
b

𝛾

∇c
𝛾

∇aΨ3(t, r , 𝜃, 𝜙)

)︂
,

𝛾ab – метрика двумерной сферы;
𝛾

∇a – ковариантная производная в этой метрике;
Eab =

√︀
det 𝛾 𝜀ab, 𝜀ab – символ Леви-Чивиты, 𝜀𝜃𝜙 = 1;

Φ1, Φ2, Ψ1, Ψ2, Ψ3 – некоторые скалярные функции;
Y m

l

(︀
𝜃, 𝜙

)︀
– сферические функции.
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Условия устойчивости Нечётный сектор

Возмущения в нечётном секторе (члены, содержащие Eab)

𝛿𝜑 = 0, htt = 0, htr = 0, hrr = 0,

hta =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

h0,lm(t, r)Eab𝜕
bY m

l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

hra =
∞∑︁
l=1

l∑︁
m=−l

h1,lm(t, r)Eab𝜕
bY m

l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

hab =
1
2

∞∑︁
l=2

l∑︁
m=−l

h2,lm(t, r)
[︁
E c

a

𝛾

∇c
𝛾

∇bY m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
+ E c

b

𝛾

∇c
𝛾

∇aY m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀]︁
.

Лоренц-инвариантность интервала при x𝜇 → x𝜇 + 𝜉𝜇

𝜉t = 0, 𝜉r = 0, 𝜉a =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

Λlm(t, r)Eab𝜕
bY m

l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,
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Условия устойчивости Нечётный сектор

Лоренц-инвариантность интервала при x𝜇 → x𝜇 + 𝜉𝜇

h𝜇𝜈 → h𝜇𝜈 + ∇𝜇𝜉𝜈 + ∇𝜈𝜉𝜇,

𝜉t = 0, 𝜉r = 0, 𝜉a =
∞∑︀
l=0

l∑︀
m=−l

Λlm(t, r)Eab𝜕
bY m

l

(︀
𝜃, 𝜙

)︀
;

∇𝜇 – ковариантная производная в метрике g𝜇𝜈 .

h0,lm → h0,lm + Λ̇lm(t, r),

h1,lm → h1,lm + Λ′
lm(t, r) + 2

c ′

c
Λlm(t, r),

h2,lm → h2,lm + 2Λlm(t, r).

Подход Редже-Уилера при l ≥ 2
h2,lm = 0;
m = 0 без потери общности.
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Условия устойчивости Нечётный сектор

Лагранжиан возмущений

ℒ(2) =
l(l + 1)

4(l − 1)(l + 2)

[︀
𝒜q̇2 − ℬq′2 − l(l + 1)𝒞q2 − V (r)q2]︀ ,

где 𝒜 =
c2

a2
ℋ2

𝒢
, ℬ = a2c2ℋ2

ℱ
, 𝒞 = a2ℋ,

V (r) – эффективный потенциал;
член, содержащий 𝒞, – распространение волн по углам.

Условия устойчивости

ℱ = 2
(︁
G4 + a2

2 𝜑
′X ′G5X − XG5𝜑

)︁
> 0 – радиальный сектор,ℱ = 2

(︁
G4 + a2

2 𝜑
′X ′G5X − XG5𝜑

)︁
> 0 – радиальный сектор,

𝒢 = 2
[︁
G4 − 2XG4X + X

(︀
aa′c ′𝜑′G5X + G5𝜑

)︀]︁
> 0 – духи,

ℋ = 2
[︁
G4 − 2XG4X + X

(︁
a2 c ′

c 𝜑
′G5X + G5𝜑

)︁]︁
> 0 – угловой сектор.
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Условия устойчивости Нечётный сектор
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Условия устойчивости Нечётный сектор
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Условия устойчивости Нечётный сектор
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Условия устойчивости Чётный сектор

Возмущения в чётном секторе (члены, не содержащие Eab)

𝛿𝜑 =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

𝛿𝜑lm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
, htt = a2

∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

H0,lm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

htr =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

H1,lm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,hrr =

1
a2

∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

H2,lm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

hta =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

𝛽lm𝜕aY m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
, hra =

∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

𝛼lm𝜕aY m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

hab = c2
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

[︁
Klm(t, r)𝛾abY m

l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
+ Glm(t, r)

𝛾

∇a
𝛾

∇bY m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀]︁
.
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Условия устойчивости Чётный сектор

Лоренц-инвариантность интервала при x𝜇 → x𝜇 + 𝜉𝜇

h𝜇𝜈 → h𝜇𝜈 + ∇𝜇𝜉𝜈 + ∇𝜈𝜉𝜇,

∇𝜇 – ковариантная производная в метрике g𝜇𝜈 .

Разложение калибровочного преобразования

𝜉0 =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

Tlm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

𝜉r =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

Rlm(t, r)Y m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
,

𝜉a =
∞∑︁
l=0

l∑︁
m=−l

Θlm(t, r)𝜕aY m
l
(︀
𝜃, 𝜙

)︀
.
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Условия устойчивости Чётный сектор

Калибровочные преобразования возмущений

H0,lm(t, r) → H0,lm(t, r) +
2
a2 Ṫlm(t, r) − 2

a′

a
b2Rlm(t, r)

H1,lm(t, r) → H1,lm(t, r) + Ṙ(t, r) + T ′(t, r) − 2
a′

a
T (t, r)

H2,lm(t, r) → H2,lm(t, r) + 2b2R ′
lm(t, r) − 2bb′Rlm(t, r)

𝛽lm(t, r) → 𝛽lm(t, r) + Tlm(t, r) + Θ̇lm(t, r)

𝛼lm(t, r) → 𝛼lm(t, r) + Rlm(t, r) + Θ′
lm(t, r) − 2

c ′

c
Θlm(t, r)

Klm(t, r) → Klm(t, r) + 2b2 c ′

c
Rlm(t, r)

Glm(t, r) → Glm(t, r) +
2
c2 Θlm(t, r)

Фиксация калибровки: 𝛽(t, r)=0, K (t, r) = 0 и G (t, r) = 0.
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Условия устойчивости Чётный сектор

Лагранжиан возмущений

ℒ =
1
2
𝒦ij v̇ i v̇ j − 1

2
𝒢ijv i ′v j ′ − 1

2
𝒬ijv iv j ′ − 1

2
ℳijv iv j ,

i = 1, 2, j = 1, 2;
v1 ≡ 𝜓, v2 ≡ 𝛿𝜑;

H0 = − 2
2cc ′ℋ + Ξ𝜑′

(︂
1
a2𝜓 − c ′Ξ 𝛿𝜑′ − l(l + 1)c ′ℋ𝛼

)︂
,

Ξ = 2c2
[︁
− XG3X + 2a2 c ′

c
𝜑′ {G4X + 2XG4XX − (XG5𝜑)X}

+ G4𝜑 + 2XG4𝜑X − 1
c2 XG5X + a2 c ′2

c2 (3XG5X + 2X 2G5XX )
]︁
.

Условия устойчивости

𝒦11 > 0, det𝒦 > 0 – отсутствие духов.𝒦11 > 0, det𝒦 > 0 – отсутствие духов.
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Условия устойчивости Чётный сектор

Лагранжиан возмущений
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2
𝒦ij v̇ i v̇ j − 1
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𝒢ijv i ′v j ′ − 1

2
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2
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Условия устойчивости Чётный сектор

Условия устойчивости

det𝒦 =
4(l − 1)(l + 2)

(︀
2cc ′ℋ + Ξ𝜑′

)︀2ℱ
(︀
2𝒫1 −ℱ

)︀
l(l + 1)a4ℋ2𝜑′2

(︀
2cc ′ℋ + Ξ𝜑′

)︀2 > 0,

где 𝒫1 =
(2cc ′ℋ + Ξ𝜑′)

2c2ℋ2 · d
dr

[︃
c4ℋ4(︀

2cc ′ℋ + Ξ𝜑′
)︀2

]︃
.

2𝒫1 −ℱ > 0
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Запрещающая Теорема

Запрещающая Теорема

Условия устойчивости
нечётный сектор: ℱ > 0;
чётный сектор: 2𝒫1 −ℱ > 0;

Q =
2cc ′ℋ + Ξ𝜑′

c2ℋ2 ⇒ 2𝒫1 −ℱ = − 2
Q ′

Q2 −ℱ > 0,

Q ′

Q2 < − 1
2
ℱ

∫︀
от r до r ′ > r

==========⇒ Q−1(r) − Q−1(r ′) < −1
2

r ′∫︁
r

ℱ dr .
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Запрещающая Теорема

Запрещающая Теорема

Q−1(r) < 0 при каком-то значении r .

Q−1(r ′) > Q−1(r) +
1
2

r ′∫︁
r

ℱ dr ;

Q−1(r ′) > 0 при каком-то значении r ′.

Q−1(r) < Q−1(r ′) − 1
2

r ′∫︁
r

ℱ dr .

Если
r ′∫︀
r
ℱ dr расходится при r → ±∞, теорема доказана.

Восстановление ОТО на больших расстояниях от горловины{︂
G4 → M2

Pl/2
G5 → 0

при r → ±∞ ⇒ ℱ → M2
Pl . (1)
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Выводы

Выводы

Проведён анализ чётного и нечётного
сектора возмущений методом Редже-Уилера
при l ≥ 2, получены условия устойчивости.
Сформулирована и доказана запрещающая
теорема для статических сферически
симметричных кротовых нор в теории
Хорндески.
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Спасибо за внимание!
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