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Уравнение Шредингера. Уравнение Риккати

− d2

2dx2ψ0 + (−E + V)ψ0 = 0, E == 0, ψ′′0 = 2Vψ0(
ψ′0
ψ0

)′
= ψ′′0
ψ0
− ψ′20
ψ2

0
,

(
ψ′0
ψ0

)′
+ ψ′20
ψ2

0
= 2V

f2(x)− f ′(x) = 2V(x), f(x) = −ψ
′
0

ψ0
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Уравнение Риккати

f ′(x) = f2(x)− 2V(x), f(x) = −ψ
′
0

ψ0

Пусть ψ0(x) = (g′(x))− 1
2

V(x) = 1
2

(f2(x)− f ′(x)) = −1
4

[
g′′′(x)
g′(x) −

3
2

(
g′′(x)
g′(x)

)2
]

= −1
4
Sg(x),

x = φ(x̃), f = af̃ + b
cf̃ + d

Sh(g(x))(x) = Sh(g(x)) ∗ (g′(x))2 + Sg(x)
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Преобразования уравнения Риккати. Потенциал
Морса

y′x = y2 − α2

4
+ e−2αxf(e−αx),

ω′ξ = ω2 + 1
α2 f(ξ),

ξ = e−αx, w = 1
−α

eαxy − 1
2
eαx

−2V(x) f(e−αx) −2Ṽ(ξ)

−α2

4 + D
[
e−4αx − 2e−2αx

]
−2 + e−2αx D

α2 ξ
2 − 2D

α2

−α2

4 + D
[
e−4αx − 2e−2αx + C

]
−2 + e−2αx + 1

e−2αx
D
α2 ξ

2 + DC
α2

1
ξ2 − 2D

α2

−β2

4 + D
[
e−2βx − 2e−βx

]
1 + −β

e−βx
D
β2 − 2D

β2
1
|ξ|
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Преобразования уравнения Риккати. Потенциал
Морса

α = 1/2, D = 1:

ψ0 = e−e−x
2s(e−x)s ≡ exp(−

∫
ydx)

=>

e−ξ2sξs ≡ exp
[
−
∫
ωdξ −

∫
1
2ξ

dξ
]

= ψ0(ξ)e−
∫

1
2ξ dξ = ψ0(ξ) 1√

ξ

ψ0(ξ) = Ce−ξξs−
1
2
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f ′x(x) = f2(x)− 2V(x) => w′ξ(ξ) = w2(ξ)− 2Ṽ(ξ)

−2V(x) −2Ṽ(ξ) ξ ω

−λ2 + achn(λx)sh−n−4(λx) λ−2ξn cth(λx) − 1
λ
sh2(λx)y − sh(λx)ch(λx)

y′x = ay2 + bxn−2 + c
x2 , aA2 −A + c = 0, ω = xy + A

xω′x = aω2 + (1− 2aA)ω + bxn

xω′x = αω2 + βω + γxn, ξ = xβ , η = yx−β , m = n
β
− 2

η′ξ = α

β
η2 + γ

β
ξm
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Двойственные потенциалы

H =

H1

H2

 =

 1
2 (p2 + f2(x) + f ′(x)) 0

0 1
2 (p2 + f2(x)− f ′(x))


Если E = 0

Ψ± = Cexp
(
±
∫ x

0
f(s)ds

)
1)||Ψ+|| =∞, ||Ψ−|| =∞

2)||Ψ+|| =∞, ||Ψ−|| <∞

3)||Ψ+|| <∞, ||Ψ−|| =∞
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Гармонический осциллятор

ψ0 f(x) = −ψ
′
0
ψ0

V2 V1

e−x2/2 x 1
2 (x2 − 1) 1

2 (x2 + 1)
√

2xe−x2/2 x− 1
x

1
2 (x2 − 3) 1

2 (x2 + 2
x2 − 1)

1√
2
(2x2 − 1)e−x2/2 x− 4x

2x2−1
1
2 (x2 − 5) 1

2 (x2 + 8
2x2−1 + 16

(2x2−1)2 − 3)
(8x3−12x)

4
√

3
e−x2/2 2x4−9x2+3

2x3−3x
1
2 (x2 − 7) 1

2 (x2 + 8
2x2−3 + 48

(2x2−3)2 + 2
x2 − 5)

ex2/2 −x 1
2 (x2 + 1) 1

2 (x2 − 1)
√

2xex2/2 x + 1
x

1
2 (x2 + 3) 1

2 (x2 + 2
x2 + 1)
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Потенциал Калоджеро

f(x) = x + a
x

H =

 1
2 (p2 + x2 + 2a + 1 + a(a−1)

x2 ) 0

0 1
2 (p2 + x2 + 2a− 1 + a(a+1)

x2 )


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Потенциал Калоджеро

ψ0 V2 V1

1
xe−x2/2 1

2 ( 2
x2 + x2 + 1) 1

2 (x2 + 3)

(1− 2x2 − 1
x2 )e− x2

2 x2 + 2
x2 − 3 1

2 (x2 + 8
2x2+1 −

16
(2x2+1)2 − 1)

x2e−x2/2 1
2 (x2 + 2

x2 − 5) 1
2 (x2 + 6

x2 − 3)

2(x2 − 1)x2e−
x2
2 1

2 [ (x6−10x4+17x2−2)2
x4(x2−1)2 + 1

2 [ (x6−10x4+17x2−2)2
x4(x2−1)2 −

+ 2x(x8−2x6−7x4+4x2−2)
x4(x2−1)2 ] − 2x(x8−2x6−7x4+4x2−2)

x4(x2−1)2 ]

(4x6 − 22x4 + 22x2)e− x2
2 1

2 (x2 + 2
x2 + 1

2 (x2 + 6
x2 +

+ 2(6x2−11
2x4−11x2+11) − 13) + 264x2

(2x4−11x2+11)2)2 +

+ 2(14x2+11)
2x4−11x2+11 − 11)

x−αe−x2/2 1
2 (x2 − 2α− α2

x2 ) (x + α
x )2 + 1− α

x2

Лысухина Анастасия 443 Эквивалентность некоторых квантовомеханических моделей 10 / 12



Потенциал Морса

V(x) = Ae−2αx + Be−αx

f(x) = −ae−αx + b

H =

(
H1

H2

)
=

(
1
2 (p2 + a2e−2αx − (2ab − aα)e−αx + b2) 0

0 1
2 (p2 + a2e−2αx − (2ab + aα)e−αx + b2)

)

E0 = −A

(
1
4

B2

A
+

α

2
√

A
B
√

2
+
α2

8

)
Для α = 1, A = 1

V2(x) = s2 − 2
√

2se−x −
2se−x

2s− e−x + 1
+

2
√

2e−2x

2s− e−x + 1
−

e−x

2s− e−x + 1
+ 2e−2x −

√
2e−x

V1(x) = s2 − 2
√

2se−x −
2se−x

2s− e−x + 1
+

2
√

2e−2x

2s− e−x + 1
+

e−x

2s− e−x + 1
+

2e−2x

(2s− e−x + 1)2
+

+2e−2x +
√

2e−x
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