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Ââåäåíèå

Ôèçè÷åñêèå ìîäåëè ñ ãàëèëåîííûìè ïîëÿìè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ, òàê
êàê ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü òåîðèþ ñ îòñóòñòâèåì êàê äóõîâûõ, òàê è ãðàäèåíòàðíûõ
íåóñòîé÷èâîñòåé, íàðóøàþùóþ èçîòðîïíîå óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè (NEC):

Tµνn
µnν > 0, (0.0.1)

ãäå: nν - ïðîèçâîëüíûé èçîòðîïíûé ñâåòîïîäîáíûé âåêòîð.
Â ñâîþ î÷åðåäü, òåîðèè, íàðóøàþùèå NEC, èíòåðåñíû òåì, ÷òî ïîçâîëÿþò ñòðîèòü
è èññëåäîâàòü ìíîæåñòâî íîâûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé è ñöåíàðèåâ, íàïðèìåð:
"ãåíåçèñ"([5], [7],[14]); "ñîçäàíèå âñåëåííîé â ëàáîðàòîðèè"[11] ; òåîðèè ñ "êðîòîâû-
ìè íîðàìè"è "ãîðëîâèíàìè"[6], âñåëåííóþ ñ "îòñêîêîì"([13], [8], [15])
Âïåðâûå òåîðèè ñ ãàëèëåîííûì ëàãðàíæèàíîì, ò.å. ëàãðàíæèàíîì, ñîäåðæàùèì âòî-
ðûå ïðîèçâîäíûå, íî ïðèâîäÿùèì ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ïîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,
áûëè îáíàðóæåíû â ðàáîòå Ã. Õîðíäåñêè [10]. B ýòîé ðàáîòå òåîðèåé ñ ãàëèëåîí-
íûì ëàãðàíæèàíîì áûëà òåîðèÿ ñ êëàññè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïîëåì. Â äàëüíåéøåì
ëàãðàíæèàí ñî ñêàëÿðíûìè ãàëèëåîíàìè áûë ïîäðîáíî èññëåäîâàí è èñïîëüçîâàí
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèé, íàðóøàþùèõ NEC è îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå êîñìîëîãè÷å-
ñêèå ìîäåëè è ñöåíàðèè.
Ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé øàã - ýòî ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ òåîðèé ñ âåêòîðíûìè ãàëè-
ëåîííûìè ïîëÿìè.
Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå âåêòîðíûõ ãàëè-
ëåîííûõ ëàãðàíæèàíîâ, à òàêæå íàõîæäåíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ, íàðóùàþùåãî NEC.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ïîèñêó è èññëåäîâàíèþ ëàãðàíæèàíîâ äëÿ âåêòîðíûõ ãàëèëåîí-
íûõ ïîëåé.
Â ðàçäåëå 1.1 äàííîé ðàáîòû ñòðîÿòñÿ ïðîñòåéøèå âàðèàíòû ëàãðàíæèàíîâ äëÿ âåê-
òîðíûõ ïîëåé, ñîäåðæàùèõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ, íî ïðèâîäÿ-
ùèõ ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ïîëÿ íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðàçäåë 1.2-1.3 ïîñâÿù¼í
íàõîæäåíèþ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëàãðàíæèàíîâ, ïî-
ëó÷åííûõ â ðàçäåëå 1.1. Â ðàçäåëàõ 1.4-1.5 äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâî-
âàíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé, à òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûé âèä ëàãðàíæèàíîâ
è óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ýòèõ ëàãðàíæèàíàõ. Ðàçäåë 1.6 ïîñâÿù¼í èñ-
ñëåäîâàíèþ ãàëèëåîíííûõ ëàãðàíæèàíîâ â êðèâîì ïðîñòðàíñòâå, à èìåííî ïðîâåðêå
îòñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ êàê îò ìåòðèêè, òàê è îò ïîëåé â òåíçîðå ýíåðãèè-
èìïóëüñà. Òàêæå â ðàçäåëå 1.6 ñäåëàíà ïîïûòêà ìîäèôèêàöèé ìîäåëè, ÿâëÿþùåéñÿ
ãàëèëåîíîì â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå, â ìîäåëü, ÿâëÿþùóþñÿ ãàëèëåîíîì â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêîé.
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïîèñêó ðåøåíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ãàëèëåîííûõ ïîëåé, ïîçâîëÿþ-
ùåãî íàðóøèòü óñëîâèå NEC.
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Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå äàííîé ðàáîòû ìû ïîäâîäèì èòîã è äà¼ì êðàòêèé îáçîð
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ãëàâà 1

Âåêòîðíûå ãàëèëåîííûå ïîëÿ

1.1 Ïðîñòåéøèå ëàãðàíæèàíû äëÿ âåêòîðíûõ ãàëè-

ëåîííûõ ïîëåé

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ:

fXY =
∂2f

∂X∂Y

fX =
∂f

∂X

Íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûõ ëàãðàíæèàíîâ â 4-ìåðèè
áûëà ïîêàçà â ðàáîòå [4].
Ïîýòîìó ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü íåêàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûå òåîðèè äëÿ âåêòîð-
íûõ ïîëåé, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â ëàãðàíæèàíå, íî ïðè ýòîì
ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ïîëÿ ñ ïðîèçâîäíûìè íå ñòàðøå âòîðîé. Ïðî-
ñòåéøèå âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè, ñîäåðæàùèå îäíó âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ïîëÿ Aµ è íå ñâîäÿùèåñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ê ëàãðàíæèàíàì
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ýòî:

L(1) = f(Aµ;Aµ;λ)A
θ�Aθ (1.1.1)

L(2) = f(Aµ;Aµ;ξ)AλA
θ;λ�Aθ (1.1.2)

L(3) = f(Aµ;Aµ;ξ)AλA
λ;θ�Aθ (1.1.3)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ:

δ(
√
−gL ) = 0, (1.1.4)

ãäå âàðèàöèÿ áåð¼òñÿ ïî δAµ. Ðàññìîòðèì âàðèàíò (1.1.1), çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ
äî ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå, îí ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê:

f(Aµ;Aµ;λ)A
θ�Aθ =

1

2
f(Aµ;Aµ,λ)�F + ..., (1.1.5)
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ãäå
F = AµA

µ. (1.1.6)

Áóäåì èñêàòü ëàãðàíæèàí äëÿ âàðèàíòà (1.1.1) â âèäå:

L(1) =
1

2
f(F ;X)�F, (1.1.7)

ãäå X = X(Aµ;Aµ;λ), òîãäà, ðàñïèñûâàÿ óñëîâèå (1.1.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, ñî-
äåðæàùèõ ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì:

δ(
√
−gL(1)) =

√
−gfXgθλ(δX∂θλF + δF∂θλX) + ... = 0 (1.1.8)

Âèäèì, ÷òî (1.1.8) íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà, åñëè:

δX∂θλF + δF∂θλX = 0 + ... (1.1.9)

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ïîñòðîèì âñå âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè äëÿ X, ñîäåðæàùèå Aµ è ïðîèçâîäíûå ïîëÿ
â ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé. Óñëîâèå (1.1.9) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ :

X = B = AµA
νAµ;λAν;λ (1.1.10)

X = C = Aλ;µAµAλ;νA
ν (1.1.11)

X = D = AνAλAν;λ (1.1.12)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèÿ âèäà: f = f(F,B,C,D) óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ òàêæå íå áóäåò ñîäåðæàòü ÷ëåíû ñ òðåòüèìè ïðîèçâîäíûìè îò ïîëåé, òàê êàê â
ñòàðøåì ïîðÿäêå ïî ïðîèçâîäíûì îò ïîëÿ:

δ(
√
−gL(1)) =δB∂θλF + δF∂θλB + δC∂θλF + δF∂θλC+

+ δD∂θλF + δF∂θλD = 0 + ...
(1.1.13)

Òîãäà ïîëó÷àåì ïåðâûé âàðèàíò ëàãðàíæèàíà äëÿ ñëó÷àÿ (1.1.1):

L(1) = f(F,B,C,D)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.1.14)

Ðàññìîòðèì âàðèàíò (1.1.2). Áóäåì èñêàòü ëàãðàíæèàí äëÿ âàðèàíòà(1.1.2) â âèäå:

L(2) = f(F ;X)AλA
θ;λ�Aθ, (1.1.15)

ãäå X = X(Aµ;Aµ;λ). Ïðè òàêîé ñòðóêòóðå ëàãðàíæèàíà (1.1.15) îòñóòñòâèå òðåòüèõ
ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (1.1.4) ýêâèâàëåíòíî:

fX(δX�Aθ + �XδAθ) = 0 (1.1.16)
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Ïîñòðîèì âñå âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè äëÿ X, ñîäåðæàùèå Aµ è ïðîèçâîäíûå ïîëÿ
â ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé. Óñëîâèå (1.1.16) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ :

X = C = Aλ;µAµAλ;νA
ν (1.1.17)

Òîãäà âòîðîé ëàãðàíæèàí, êîòîðûé íå ñîäåðæèò òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ
äâèæåíèÿ, èìååò âèä:

L(2) = f(C,F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.1.18)

Ðàññìîòðèì âàðèàíò (1.1.3). Áóäåì èñêàòü ëàãðàíæèàí äëÿ âàðèàíòà (1.1.3) â
âèäå:

L(3) = f(F ;X)AλA
λ;θ�Aθ, (1.1.19)

ãäå
X = X(Aµ;Aµ;λ). (1.1.20)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f ïðîèçâîëüíàÿ, òî âàðèàíò (1.1.3) íå äîëæåí ñîäåðæàòü òðåòüè
ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèè f , â ÷àñòíîñòè, è
ïðè:

f = 1 (1.1.21)

Ïðè òàêîì âûáîðå (1.1.21) ôóíêöèè f óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíû â
óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

(Aλ�A
λ;θ − Aθ�Aλ;

λ)δAθ = 0 (1.1.22)

Âèäèì, ÷òî óñëîâèå (1.1.22) íå âûïîëíÿåòñÿ, à çíà÷èò âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà X
â âûðàæåíèè (1.1.19) âàðèàíò (1.1.3) áóäåò ñîäåðæàòü òðåòüè ïðîèçâîäíûå â óðàâíå-
íèÿõ äâèæåíèÿ.
Èòàê, ïðîñòåéøèå ëàãðàíæèàíû äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñîäåðæàùèå îäíó âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ, íî ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ïîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ýòî:

L(1) = f(F,B,C,D)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.1.23)

è
L(2) = f(C,F )AλA

θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν), (1.1.24)

ãäå F, B, è , D - æ¼ñòêî çàäàíííûå êîíñòðóêöèè èç Aν è Aµ;θ, îïðåäåëÿåìûå ôîð-
ìóëàìè íèæå:

F = AµA
µ (1.1.25)

B = AµA
νAµ;λAν;λ (1.1.26)

C = Aλ;µAµAλ;νA
ν (1.1.27)

D = AνAλAν;λ (1.1.28)
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1.2 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå

äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ:

Aµ = (A0, Ai)

Aµ = (A0, Ai) = (A0,−Ai)

δA0,iδA,i
0 =

3∑
i=1

∂δA0

∂xi

∂δA0

∂xi

δAi,0δAi
,0 =

3∑
i=1

∂δAi

∂x0

∂δAi

∂x0

δAi,jδAi,j =
3∑
j=1

3∑
i=1

∂δAi

∂xj

∂δAi

∂xj

xµ = (x0, xi) = (t, xi)

Ȧ(t) =
dA(t)

dt

Ä(t) =
d2A(t)

dt2

...
A(t) =

d3A(t)

dt3

Aµ,ν =
∂Aµ

∂Aν

AiAi =
3∑
i=1

AiAi

i, j - òð¼õìåðíûå èíäåêñû. Âñå îñòàëüíûå èíäåêñû - ÷åòûð¼õìåðíûå.

Áóäåì ðàáîòàòü â ïëîñêîì ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé:

η =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Òîãäà:

Aµ = (A0, Ai)
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Aµ = (A0, Ai) = (A0,−Ai)

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí ïåðâîãî òèïà:

L(1) = f(B;C;D;F )Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.2.1)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè L âèäà:

L = L(B;C;D;F ). (1.2.2)

Êàê ìû óâèäèì íèæå (1.2.6 - 1.2.8) òàêîé âûáîð (1.2.2) ñòðóêòóðû ôóíêöèè L îïðàâ-
äàí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ íåíóëåâûõ âêëàäîâ â K00, K01 è K11, ÷òî â äàëü-
íåéøåì îáëåã÷àåò ïîèñê óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðàçäåë 1.4).
Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (1.2.2) èñõîäíûé ëàãðàíæèàí (1.2.1) ïðèíèìàåò âèä:

L(1) = f(B;C;D;F )Aθ�Aθ + L(B;C;D;F ). (1.2.3)

Âûáåðåì îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ôîíîâîå ðåøåíèå:

Aµ
back = (A(t), 0, 0, 0), (1.2.4)

â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü A(t) çà A. Ðàçëîæèì ëàãðàíæèàí äî âòîðîãî ïîðÿä-
êà íàä ýòèì ôîíîâûì ðåøåíèåì, çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíû ïðè âàðèàöèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
îáðàùàþòñÿ â íîëü, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì A(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèÿì
äâèæåíèÿ. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷àåì:

δL(1) = K01(δA
0,iδA,i

0 ) +K00(δA
0,0δA0,0) +K10(δA

i,0δAi
,0)+

+K11(δA
i,jδAi,j) + (...)(δA0δA0) + (...)(δAiδAi) + (...)(δAλδA0,λ),

(1.2.5)

ãäå:

K00 = 2Ȧ2A(LBB + LCC) + 4LBCA
4Ȧ+

1

2
A4LDD+

+ 2A4Ȧ(LBD + LCD) + 2A5Ȧ2Ä(fBB + fCC) +
1

2
A5ÄfDD+

+ 4fBCA
5Ȧ2Ä+ 2A5ȦÄ(fCD + fBD) + A3Ä(fB + fC)−

− 1

2

d

dt
(2A3Ȧ(fB + fC) + A3fD)− f − 2A2Ȧ2(fB + fC)− 2A2ȦfD−

− 2A2fF + A2(LC + LB)

(1.2.6)

K01 = −LBA2 − A3ÄfB + f − 1

2

d

dt
(2A3Ȧ(fB + fC) + A3fD)+

+ 2A2Ȧ2(fB + fC) + 2A2ȦfD + 2A2fF

(1.2.7)
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K10 = f − LCA2 − A3ÄfC (1.2.8)

K11 = −f (1.2.9)

Òîãäà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ ïðèíèìàþò âèä:

K00 > 0

K01 < 0

K10 > 0

K11 < 0

(1.2.10)

À óñëîâèå íà äâèæåíèå âîçìóùåíèé íàä ôîíîâûì ðåøåíèåì ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøå
ñâåòîâîé èìååò âèä: {

|K00| > |K01|
|K10| > |K11|

(1.2.11)

1.3 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå

äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí âòîðîãî òèïà:

L(2) = f(C;F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.3.1)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè L âèäà:

L = L(B;C). (1.3.2)

Êàê ìû óâèäèì íèæå (1.3.5 - 1.3.7), òàêîé âûáîð (1.3.2) ñòðóêòóðû ôóíêöèè L îïðàâ-
äàí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ íåíóëåâûõ âêëàäîâ â K00, K01 è K11, ÷òî â äàëü-
íåéøåì îáëåã÷àåò ïîèñê óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ (ñì. ïàð. 1.5).
Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (1.3.2) èñõîäíûé ëàãðàíæèàí (1.3.1) ïðèíèìàåò âèä:

L(2) = f(C;F )AλA
θ;λ�Aθ + L(B;C). (1.3.3)

Âûáåðåì òàêîå æå ôîíîâîå ðåøåíèå (1.2.4), êàê è äëÿ ëàãðàíæèàíà ïåðâîãî òèïà.
Ðàçëîæèì ëàãðàíæèàí äî âòîðîãî ïîðÿäêà íàä ýòèì ôîíîâûì ðåøåíèåì, çàìåòèì,
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÷òî ÷ëåíû ïðè âàðèàöèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáðàùàþòñÿ â íîëü, òàê êàê ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ôóíêöèþ A(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ
è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷àåì:

δL(2) = K01(δA
0,iδA,i

0 ) +K00(δA
0,0δA0,0) +K10(δA

i,0δAi
,0)+

+K11(δA
i,jδAi,j) + (...)(δA0δA0) + (...)(δAiδAi) + (...)(δAλδA0,λ),

(1.3.4)

ãäå:

K00 = 2fCCA
5Ȧ3Ä+ 3A3ȦÄfC −

d

dt
(fCA

3Ȧ2)− 2fFA
2Ä−

− 2fCȦ
3A2 − fȦ− 1

2

d

dt
(fA) + 2Ȧ2A4(LBB + LCC)+

+ 4LBCA
4Ȧ2 + A2(LB + LC)

(1.3.5)

K01 = −Ȧ3A2fC −
1

2
(fȦ)− 1

2

d

dt
(fA)− LBA2 − fFA2Ȧ (1.3.6)

K10 = −fCA3ȦÄ− 1

2

d

dt
(fA)− LCA2 (1.3.7)

K11 =
1

2

d

dt
(fA) (1.3.8)

Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî ðàçëîæåíèå äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà (1.3.4) ñõîæå ïî
ñòðóêòóðå ñ ðàçëîæåíèåì äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà (1.2.5), óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ è óñëîâèå íà äâèæåíèå âîçìóùåíèé íàä ôîíîâûì
ðåøåíèåì ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøå ñâåòîâîé äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà ïðèíè-
ìàþò òàêîé æå âèä, êàê è äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ
ëèøü â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ K00, K01, K10 è K11. Äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà
ëàãðàíæèàíà îíè îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (1.3.5-1.3.8).

1.4 Ïîèñê óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïåðâîãî âàðè-

àíòà ëàãðàíæèàíà

Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ôîíîâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
äëÿ ëàãðàíæèàíà ïåðâîãî òèïà (1.2.3) , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè
(1.2.10) è óñëîâèþ íà äâèæåíèå âîçìóùåíèé íàä ýòèì ôîíîâûì ðåøåíèåì ñî ñêîðî-
ñòüþ ìåíüøå ñâåòîâîé (1.2.11). Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àÿìè, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò íå îò 4 ïåðåìåííûõ, êàê â âàðèàíòå (1.2.3), à îò
ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ.

10



1.4.1 f=f(B,C)

Ïóñòü:
f = f(B;C), (1.4.1)

ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëàãðàíæèàí (1.2.3) ïðèíèìàåò âèä:

L = f(B;C)Aµ�Aµ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.4.2)

Ñäåëàåì åù¼ îäíî óïðîùåíèå, à èìåííî âûáåðåì ñòðóêòóðó ôóíêöèè L, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî:

L(Aµ;Aµ;ν) = L(B,C) (1.4.3)

Òîãäà èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèä:

L = f(B;C)Aµ�Aµ + L(B,C) (1.4.4)

Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ (1.4.1) è (1.4.2) î ñòðóêòóðå
ôóíêöèé L è f ïîçâîëÿþò óäîâëåòâîðèòü êàê óñëîâèþ (1.2.10), òàê è óñëîâèþ
(1.2.11).

Áåðÿ âàðèàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ëàãðàíæèàíà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ äëÿ A :

�(fA) + fÄ+ AÄ[2Ȧ2A(fB + fC)]− d

dt
(2ÄA3Ȧ[fB + fC ]) + 2Ȧ2A(LB + LC)−

− d
dt

[2A2Ȧ(LB + LC)] = 0

(1.4.5)
Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè ñîêðàùàþò-
ñÿ, ò.å. óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå íå ñòàðøå âòîðîé îò Aµ. Âûïè-
øåì òîëüêî ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â óðàâíåíèè äâèæå-
íèÿ:

�(fA)− d

dt
[AÄ(2A2Ȧ[fB + fC ])] =

...
A[2A3Ȧ(fB + fC)]−

−
...
A[2A3Ȧ(fB + fC)] + ... = 0 + ...

(1.4.6)

Ò.å. âèäèì, ÷òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ îñòàëèñü òîëüêî ÷ëåíû ñ Ȧ è Ä, A.
Äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ âûáåðåì êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé f è L, à èìåííî
ñòåïåííîé:

f = Cn + αBn (1.4.7)

L = kBm + lCm, (1.4.8)

ãäå k, l, m, n è α - ÷èñëà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé:

n > 0, (1.4.9)
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òàê êàê õîòåëîñü áû èññëåäîâàòü ôèçè÷åñêèå ìîäåëè, ëàãðàíæèàíû êîòîðûõ ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ èëè êîíñòàíòå ïðè ñòðåìëåíèè Aµ ê íóëþ, ò.å. òàêèå:

lim
Aµ→0

L = const. (1.4.10)

Õîòÿ ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òðåáîâàíèå (1.4.9) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì òðåáîâà-
íèå (1.4.10), íî â äàííîé ðàáîòå áóäåì òðåáîâàòü îò ðàññìàòðèâàåìûõ ëàãðàíæèàíîâ
èìåííî (1.4.9), à íå (1.4.10).
Â äàëüíåéøåì õîòåëîñü áû, ÷òîáû ôîíîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.4.5) èìå-
ëî áû òàêæå ñòåïåííîé âèä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ëàãðàíæèàí
ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ êîîðäèíàò, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà:
xµ → λxµ, ïðåîáðàçîâûâàëñÿ áû êàê:

L → λpL , (1.4.11)

à
Aµ → λqAµ, (1.4.12)

ãäå p è q - íåêîòðûå ÷èñëà. Òîãäà Aµ äîëæåí èìåòü ñòåïåííîé âèä. Âûáåðåì êîí-
êðåòíûé ñòåïåííîé âèä äëÿ Aµ:

A = βt−1 (1.4.13)

Òîãäà:
q = −1 (1.4.14)

È ïîýòîìó:

m = n+
2

3
(1.4.15)

p = −6n− 4 (1.4.16)

Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî çíà÷åíèÿ t > 0 è n > 0
Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

kβ
2
3 = −lβ

2
3 +

1 + (1 + α)(6n2 + 7n+ 1)

(n+ 2
3)(6n+ 1)

(1.4.17)

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (1.2.10) è óñëîâèÿ íà äâèæåíèå âîçìóùåíèé íàä ôîíîâûì
ðåøåíèåì ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøå ñâåòîâîé (1.2.11) èìåþò âèä:

lβ
2
3 < − 2n

n+ 2
3

lβ
2
3 > −2n+2(1+α)(2n2−8n+1)

n+ 2
3

− 2+2(1+α)(6n2+7n+1)(n− 1
3 )

(n+ 2
3 )(6n+1)

1 + α > 0

(1.4.18)
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Âèäèì, ÷òî l âñåãäà áóäåò ìåíüøå íóëÿ, ò.ê. äëÿ ëþáîãî n > 0 âûïîëíÿåòñÿ:

2n

n+ 2
3

> 0,

÷òî îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèÿ (1.4.17) è ñèñòåìû (1.4.18).
À èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèä:

L = (Cn + αBn)Aµ�Aµ + kBm + lCm (1.4.19)

Îáîçíà÷èì:

Qn =
2n

n+ 2
3

Wn =
2n+ 2(1 + α)(2n2 − 8n+ 1)

n+ 2
3

+
2 + 2(1 + α)(6n2 + 7n+ 1)(n− 1

3)

(n+ 2
3)(6n+ 1)

Un =
1 + (1 + α)(6n2 + 7n+ 1)

(n+ 2
3)(6n+ 1)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

β = (
Un
k + l

)
3
2 (1.4.20)

À ñèñòåìà (1.4.18) è óðàâíåíèå (1.4.17) èìåþò ðåøåíèå ïðè îïðåäåë¼ííîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðîâ α, k, l, à èìåííî:

k < −l(UnQn + 1)

kWn + l(Un +Wn) > 0

k + l > 0

(1.4.21)

1. 0 < n ≤ n1,
0 < 1 + α;

2. n1 < n < n2,
0 < 1 + α < − 1

(n− 1
3 )(6n

2+7n+1)+(6n+1)(2n2−8n+1)
;

3. n2 ≤ n,
0 < 1 + α;
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ãäå:

(n− 1

3
)(6n2 + 7n+ 1) + (6n+ 1)(2n2 − 8n+ 1) = 0 (1.4.22)

n1 - ìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.4.22), à n2 - áîëüøèé ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü òîãî æå óðàâíåíèÿ. Çíà÷åíèÿ n1 è n2:

n1 =
−
√

103 + 11

9
≈ 0.0946...

n2 =

√
103 + 11

9
≈ 2.3499...

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.4.21) íàéä¼ì ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè
êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ n è α.
Ñèñòåìà (1.4.21) ïðè çíà÷åíèÿõ n = 3 è α = 0 èìååò âèä:

k > −175
144l

k < −191
114l

k > −l

(1.4.23)

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (k, l), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.4.23),
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:

Ñèñòåìà (1.4.21) ïðè çíà÷åíèÿõ n = 3 è α = 1 èìååò âèä:
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

k < −89
36

k < −2099
1640

k > −l

(1.4.24)

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (k, l), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñèñòåìû (1.4.24), èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:

15



1.4.2 f=f(D)

Ïóñòü:
f = f(D), (1.4.25)

ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëàãðàíæèàí (1.2.3) ïðèíèìàåò âèä:

L = f(D)Aµ�Aµ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.4.26)

Ñäåëàåì åù¼ îäíî óïðîùåíèå, à èìåííî âûáåðåì ñòðóêòóðó ôóíêöèè L, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî:

L(Aµ;Aµ;ν) = L(B,C, F ) (1.4.27)

Òîãäà èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèä:

L = f(D)Aµ�Aµ + L(B,C, F ) (1.4.28)

Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ (1.4.25) è (1.4.26) î ñòðóêòóðå
ôóíêöèé L è f ïîçâîëÿþò óäîâëåòâîðèòü êàê óñëîâèþ (1.2.10), òàê è óñëîâèþ
(1.2.11).
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Äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ âûáåðåì êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé f è L, à èìåííî
ñòåïåííîé:

f = Dn (1.4.29)

L = kBm + lCm + vFw, (1.4.30)

ãäå k, l, m, n, w è v - ÷èñëà. Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé (1.4.10), ÷òî è â ðàçäåëå 1.4.1
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ n, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèþ (1.4.9).
Â äàëüíåéøåì õîòåëîñü áû, ÷òîáû ôîíîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ
ëàãðàíæèàíà (1.4.28) èìåëî áû òàêæå ñòåïåííîé âèä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû ëàãðàíæèàí ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ êîîðäèíàò, ò.å.
ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà: xµ → λxµ, ïðåîáðàçîâàëñÿ áû êàê:

L → λhL , (1.4.31)

à
Aµ → λqAµ, (1.4.32)

ãäå p è q - íåêîòðûå ÷èñëà. Òîãäà Aµ äîëæåí èìåòü ñòåïåííîé âèä. Âûáåðåì êîí-
êðåòíûé ñòåïåííîé âèä äëÿ Aµ:

A = βt−1 (1.4.33)

Òîãäà:
q = −1 (1.4.34)

È ïîýòîìó:

m =
2

3
(n+ 1) (1.4.35)

w = 2n+ 2 (1.4.36)

h = −4n− 4 (1.4.37)

Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî çíà÷åíèÿ t > 0 è n > 0
Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

x =
3(v1 + (−1)n(2n+ 1))

(4n+ 1)
, (1.4.38)

ãäå:
x = (k + l)β

2−n
3 ,

v1 = vβn+2.
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Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (1.2.10) è óñëîâèÿ íà äâèæåíèå âîçìóùåíèé íàä ôîíîâûì
ðåøåíèåì ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøå ñâåòîâîé (1.2.11) èìåþò âèä:

β3n((−1)n(n2 + 1)−mkβ 2−n
3 ) < 0

β3n(−(−1)n3n2 +mlβ
2−n
3 + 2m(m+ 1)x) + β3n((−1)n(n2 + 1)−mkβ 2−n

3 ) > 0

l < 0

(−1)nβn > 0

(1.4.39)

Ïîïðîáóåì íàéòè òàêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4.39), ÷òîáû n áûëî ìèíèìàëüíûì
èç âîçìîæíûõ, à òàêæå, ÷òîáû âñå ñòåïåíè â ëàãðàíæèàíå (1.4.43) áûëè öåëûìè.
Ìèíèìàëüíîå n, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, - ýòî : n = 2.
Ïðè n = 2 ñèñòåìà (1.4.39) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:{

v1 > 4

16− 4v1 < l < 0
(1.4.40)

À óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.4.38) ïðèíèìàåò âèä:

k + l =
v1 + 5

3
(1.4.41)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà (1.4.40) è óðàâíåíèå (1.4.41) ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì:

l > 3− k
l < 0

l > 36−12k
13

β = (3k+3l−5
v )

1/4

v > 0

(1.4.42)

À èñõîäíûé ëàãðàíæèí ïðèíèìàåò âèä:

L = D2Aµ�Aµ + kB2 + lC2 + vF 6 (1.4.43)
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Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (k, l), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñèñòåìû (1.4.42), èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:

1.5 Ïîèñê óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîãî âàðè-

àíòà ëàãðàíæèàíà

Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ôîíîâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
äëÿ ëàãðàíæèàíà âòîðîãî òèïà (1.3.3) , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè
(1.2.10) è óñëîâèþ íà äâèæåíèå âîçìóùåíèé íàä ýòèì ôîíîâûì ðåøåíèåì ñî ñêî-
ðîñòüþ ìåíüøå ñâåòîâîé (1.2.11). Â ýòîì ðàçäåëå óñëîâèÿ (1.2.10) è (1.2.11) áåðóòñÿ
ñ êîýôôèöèåíòàìè K00, K01, K10 è K11 äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà, âû÷èñ-
ëåííûìè ïî ôîðìóëàì (1.3.5-1.3.8).
Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâè-
ñèò íå îò 2 ïåðåìåííûõ, êàê â âàðèàíòå (1.3.3), à îò îäíîé ïåðåìåííîé C. À ôóíêöèÿ
L îò ïåðåìåííûõ B è C. Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èñõîäíûé ëàãðàíæèàí (1.3.3)
ïðèíèìàåò âèä:

L = f(C;F )Aµ,θAθ�Aµ + L(B;C), (1.5.1)

Áåðÿ âàðèàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ëàãðàíæèàíà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
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äëÿ A :

2Ȧ2A(LB + LC)− d

dt
(2A2Ȧ[LB + LC ]) + 2Ȧ3A2ÄfC −

d

dt
(2A3Ȧ2ÄfC)+

+
d2

dt2
(ȦAf)− A

...
Af − AÄḟ = 0

(1.5.2)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè ñîêðàùàþò-
ñÿ, ò.å. óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå íå ñòàðøå âòîðîé îò Aµ. Âûïè-
øåì òîëüêî ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â óðàâíåíèè äâèæå-
íèÿ:

− d

dt
(2A3Ȧ2ÄfC) +

d2

dt2
(ȦAf)− A

...
Af + ... =

=
...
A(−2A3Ȧ2fC + Af − Af) + 2

...
AA

3Ȧ2fC + ... = 0 ∗ [
...
A] + ...

(1.5.3)

Ò.å. âèäèì, ÷òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ îñòàëèñü òîëüêî ÷ëåíû ñ Ȧ, Ä è A. Âûáåðåì
êîíêðåòíóþ ôîðìó ôóíêöèé L è f , à èìåííî ñòåïåííóþ: Ïóñòü

f = Cn (1.5.4)

L = kBm + lCm, (1.5.5)

ãäå k, l, m è n - ÷èñëà. Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé (1.4.10), ÷òî è â ðàçäåëå 1.4.2 áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ n, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèþ (1.4.9). Â äàëüíåé-
øåì ìû óâèäèì, ÷òî òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ (1.5.4) è (1.5.5) î ñòðóêòóðå ôóíêöèé L
è f ïîçâîëÿþò óäîâëåòâîðèòü êàê óñëîâèþ (1.2.10), òàê è óñëîâèþ (1.2.11).
Xîòåëîñü áû, ÷òîáû ôîíîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.5.3) èìåëî áû òàêæå
ñòåïåííîé âèä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ëàãðàíæèàí ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ êîîðäèíàò, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà: xµ → λxµ,
ïðåîáðàçîâàëñÿ áû êàê:

L → λpL , (1.5.6)

à
Aµ → λqAµ, (1.5.7)

ãäå p è q - íåêîòðûå ÷èñëà. Òîãäà Aµ äîëæåí èìåòü ñòåïåííîé âèä. Âûáåðåì êîí-
êðåòíûé ñòåïåííîé âèä äëÿ Aµ:

A = βt−1 (1.5.8)

Òîãäà:
q = −1 (1.5.9)

m = n+ 1 (1.5.10)

p = −6m (1.5.11)
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Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî çíà÷åíèÿ t > 0 è n > 0.
Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

kβ = −lβ − 6n2 + 9n− 1

(n+ 1)(6n+ 3)
, (1.5.12)

à óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå:

lβ > n(6n2+9n−1)
(n+1)(6n+3) −

2n2+8n+ 5
2

n+1

lβ < −4n+1
n+1 −

6n2+9n−1
(n+1)(6n+3)

β > 0

(1.5.13)

Îáîçíà÷èì:

Qn =
4n+ 1

n+ 1
+

6n2 + 9n− 1

(n+ 1)(6n+ 3)

Wn = −n(6n2 + 9n− 1)

(n+ 1)(6n+ 3)
+

2n2 + 8n+ 5
2

n+ 1

Un =
6n2 + 9n− 1

(n+ 1)(6n+ 3)

Âèäèì, ÷òî l âñåãäà áóäåò ìåíüøå íóëÿ, ò.ê. äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ:

Qn > 0,

÷òî îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèÿ (1.5.12) è ñèñòåìû (1.5.13).

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (1.5.13) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì n > 0, êðîìå n =

√
35
3 −3
4 .

Èñõîäíûé ëàãðàíæèàí (1.3.3) ïðèíèìàåò âèä:

L = CnAµ,θAθ�Aµ + kBn+1 + lCn+1, (1.5.14)

À óñòîé÷èâîå ðåøåíèå èìååò âèä:

A = βt−1, (1.5.15)

ãäå:

β = − 6n2 + 9n− 1

(n+ 1)(6n+ 3)(k + l)
,
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ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ k è l äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì:

ïðè 0 < n <

√
35
3 −3
4 : 

k < l(UnQn − 1)

k > l( UnWn
− 1)

k + l > 0,

(1.5.16)

ïðè n >
√

35
3 −3
4 : 

k < l( UnWn
− 1)

k > l(UnQn − 1)

k + l < 0.

(1.5.17)

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðåøåíèÿ ñèñòåì (1.5.16) è (1.5.17) íàéä¼ì ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì
ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n.
Ñèñòåìû (1.5.16 è (1.5.17)) ïðè çíà÷åíèè n = 1 èìåþò âèä:

k > −45
59l

k < −169
197l

k < −l
(1.5.18)

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (k, l), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.5.18),
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:
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1.6 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà

ëàãðàíæèàíà

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ:

∂λAµ =
∂Aµ

∂xλ

Aµ;λ = ∂λAµ− ΓξµλAξ

Γν,ρλ = gνξΓ
ξ
ρλ

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f è g îò êîîðäèíàò xµ, òàêèõ ÷òî:

∃ (t1, t2)(t1 < t2) ∀xi (f(t1) = f(t2) = 0, g(t1) = g(t2) = 0).

Âûðàæåíèå:
f ⇒ g

îçíà÷àåò, ÷òî:
f = g +∇ν(u

ν),
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ãäå ôóíêöèÿ uν - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò xµ, èìåþùàÿ òàêóþ æå ëî-
ðåíöîâóþ ñòðóêòóðó, êàê è ÷åòûð¼õ-âåêòîð è óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì:

lim
r→+∞

∫
∂NR

uνdS
ν = 0,

∀xi (uν(t1) = uν(t2) = 0),

ãäå:

r =
√
−rirjgij

NR = {(t, xi) : t1 ≤ t ≤ t2; r < R},
dSν- ýëåìåíò ïëîùàäè.

Ðàñìîòðèì ëàãðàíæèàí ïåðâîãî òèïà (1.1.23):

L(1) = f(F,B,C,D)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν). (1.6.1)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ìîäåëü (1.6.1) áûëà ãàëèëåîíîì è â èñêðâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå,
ò.å. â ïðîñòðàíñòâå ñ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â Tµν îòñóòñòâîâà-
ëè ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè îò ìåòðèêè è îò ïîëåé, ò.å. ÷ëåíû ñ òðåòüèìè
ïðîèçâîäíûìè. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â Tµν ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ îòñóòñòâèÿ èõ â δ(

√
−gL(1)). Ðàñïèñûâàÿ δ(

√
−gL(1)) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ

ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì, ïîëó÷àåì:

2δ(
√
−gL(1))⇒fBgµθ(δB∂µθF + δF∂µθB) + fC

√
−g(δC∂µθF + δF∂µθC)+

+ fDg
µθ(δD∂µθF + δF∂µθD) + ...

(1.6.2)

Âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå (1.6.2) äåéñòâèòåëüíî ñîäåðæèò òðåòüè ïðîèçâîäíûå êàê
îò ìåòðèêè, òàê è îò ïîëåé, òàê êàê â ïåðåìåííûõ B, C, è D ñîäåðæàòñÿ êîâàðè-
àíòíûå ïðîèçâîäíûå îò Aµ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â δB, δC, è
δD ñîäåðæàòñÿ ïðîèçâîäíûå îò âàðèàöèé ìåòðèêè è ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì
ýòî ïðèâåä¼ò ê ïîÿâëåíèþ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ êàê îò ìåòðèêè, òàê è îò ïîëåé â
âûðàæåíèè (1.6.2). Âûðàæåíèå (1.6.2) ñîñòîèò èç òð¼õ ÷ëåíîâ, îáîçíà÷èì èõ çà I1, I2
è I3 ñîîòâåòñòâåííî:

I1 = fB
√
−ggµθ(δB∂µθF + δF∂µθB) (1.6.3)

I2 = fC
√
−ggµθ(δC∂µθF + δF∂µθC) (1.6.4)

I3 = fD
√
−ggµθ(δD∂µθF + δF∂µθD) (1.6.5)
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Çàìåòèì, ÷òî:

B =
1

4
F ,θFθ (1.6.6)

È îáîçíà÷èì:
F ,θFθ (1.6.7)

çà Y , òî åñòü:
Y = F ,θFθ. (1.6.8)

Òîãäà c òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì îò ìåòðèêè è ïîëåé:

I1 =

√
−g
2

fY g
µθ(δY ∂µθF + δF∂µθY ), (1.6.9)

ãäå âàðèàöèÿ áåð¼òñÿ ïî δgµν.
Ðàñïècûâàÿ (1.6.9) ïîäðîáíåå â ñòàðøåì ïîðÿäêå ïî ïðîèçâîäíûì, ïîëó÷àåì:

I1 ⇒
√
−gfY gµθ(F ν∂νµθF − F ν∂νµθF )δF = 0 + ... (1.6.10)

Âèäèì, ÷òî ñëàãàåìîå I1 â âûðàæåíèè (1.6.2) íå äà¼ò ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîä-
íûå òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Ðàñïèñûâàÿ I3 ïîäðîáíåå è îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òðåòüè ïðîèçâîä-
íûå, ïîëó÷àåì:
C òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì îò ìåòðèêè:

fD
√
−ggµθ(δD∂µθF + δF∂µθD) = fD

√
−gAλAξA

νAρAµgψθ(∂ψθgµνδΓ
ξ
ρλ + ∂ψθΓ

ξ
ρλδgµν) + ...⇒

⇒ fD
√
−gAλAξAνAρAµgψθ(∂ψθξgµνδgρλ − ∂ψθρgµνδgλξ) = 0 + ...

(1.6.11)
C òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì îò ïîëÿ:

fD
√
−ggµθ(δD∂µθF + δF∂µθD) = −fD

√
−gAλAρgψθ(AξδΓ

ξ
ρλA

µ∂ψθAµ + ∂ψθλAρA
µAνδgµν)⇒

⇒ −fD
√
−gAλAρAµAνgψθ(∂ψθλAµδgρν − ∂ψθλAρδgµν) = 0 + ...

(1.6.12)
Âèäèì, ÷òî ñëàãàåìîå I3 â âûðàæåíèè (1.6.2) òàêæå íå äà¼ò ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ
ïðîèçâîäíûå ñòàðøåãî ïîðÿäêà êàê ïî ìåòðèêå, òàê è ïî ïîëÿì.
Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå I2, òîãäà ðàñïèñûâàÿ I2 ïîäðîáíåå è îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû,
ñîäåðæàùèå òðåòüè ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì:
C òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì îò ïîëÿ:

fC
√
−ggµθ(δC∂µθF + δF∂µθC)⇒

⇒ −2fC
√
−ggξψAλ;θAθA

µAνAρ(∂ξψρAλ − ∂ξψλAρ)δgµν + ...
(1.6.13)

C òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì îò ìåòðèêè:

fC
√
−ggµθ(δC∂µθF + δF∂µθC)⇒

⇒ fC
√
−ggξψAρ;θAθA

µAνAλAφ(∂ξψρgλφ − ∂ξψρgλφ)δgµν + ... = 0 + ...
(1.6.14)
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Âèäèì, ÷òî â ñëàãàåìîì I2 îñòàþòñÿ òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò ïîëåé. Åäèíñòâåííûé
âàðèàíò, êîãäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ëàãðàíæèàíà (1.6.1) íå ñîäåðæèò ñòàð-
øèõ ïðîèçâîäíûõ, âîçìîæåí ëèøü ïðè îáðàùåíèè â íîëü âûðàæåíèÿ I2 â ñòàðøåì
ïîðÿäêå ïî òðåòüèì ïðîèçâîäíûì îò ïîëåé. Â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáîâàíèå îáðàùåíèÿ
â íîëü âûðàæåíèÿ I2 â ñòàðøåì ïîðÿäêå ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ:

fC = 0 (1.6.15)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ìîäåëü (1.2.3) áûëà ãàëèëåîíîì è â èñêðèâ-
ë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî íàëîæèòü íà ôóíêöèþ f óñëîâèå
(1.6.15), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

f(B,C,D, F ) = f(B,D, F ) (1.6.16)

Â ñëó÷àå èñêðèâë¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà ëàãðàíæèàí (1.6.1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà
ôóíêöèè f íå áóäåò ÿâëÿòñÿ ãàëèëåîíîì. Çíà÷èò îáùèé âèä ëàãðàíæèàíà ïåðâîãî
òèïà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãàëèëåîíîì â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå, -ýòî:

L gal
(1) = f(B,D, F )Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.6.17)

Ïîïðîáóåì äîáàâèòü â ëàãðàíæèàí äëÿ ïîëÿ Aν (1.6.1) äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå
âèäà P (Aµ, Aν;θ; gξψ) , òàêîå, ÷òî ïðè åãî äîáàâëåíèè ñîêðàùàëèñü áû òðåòüè ïðîèç-
âîäíûå â òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà, à â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå ëàãðàíæèàí îñòàâàëñÿ
áû òàêèì æå, êàê äëÿ ìîäåëè (1.2.3). Òîãäà íîâûé ëàãðàíæèàí èìååò âèä:

L = P (Aµ, Aν;θ; gξψ) + f(B,C,D, F )Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (1.6.18)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà (1.6.2), (1.6.13) è (1.6.14), ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå îòñóòñòâèå â
(1.6.18) òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ êàê îò ïîëåé, òàê è îò ìåòðèêè èìååò âèä:

δ(
√
−gP (Aµ, Aν;θ; gξψ))⇒ fC

√
−ggξψAλ;θAθA

µAνAρ(∂ξψρAλ − ∂ξψλAρ)δgµν + ...,
(1.6.19)

À òðåáîâàíèå òîãî, ÷òîáû ìîäåëü (1.6.18) â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå áûëà ýêâèâàëåíòíà
ìîäåëè (1.6.1), ïðèíèìàåò âèä1:

P (Aµ, Aν;θ)|gξψ=ηξψ = 0 (1.6.20)

1Âîîáùå ãîâîðÿ,
P (Aµ, Aν;θ)|gξψ=ηξψ = ∇νuν ,

ãäå: uν- ëþáàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
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ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî ïîðÿäêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òðåáîâàíèå
(1.6.19), íåîáõîäèìî, ÷òîáû:

P = P (Aµ, Aν;θ; gξψ, gξψ,φ, gξψ,φθ) (1.6.21)

Ò.å. P çàâèñèò îò ìåòðèêè, ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò ìåòðèêè è îò ïîëÿ Aν

è îò åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ.
Åäèíñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ òåíçîðíîãî âèäà â 4-ìåðèè, ñîäåðæàùàÿ âòîðûå ïðîèç-
âîäíûå îò ìåòðèêè, - ýòî òåíçîð êðèâèçíû. Çíà÷èò ñàìûé îáùèé âèä äëÿ P - ýòî2:

P = RµνθρK
µνθρ(Aξ;λ;Aψ) (1.6.22)

Ðàñïèøåì âàðèàöèþ δ(
√
−gP (Aµ, Aν;θ; gξψ)) ïîäðîáíåå, ñîõðàíÿÿ â âûðàæåíèè òîëü-

êî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò ïîëåé è îò ìåòðèêè:
×ëåíû ñ òðåòüèìè ïðîèçâîäíûìè îò ïîëåé:

δ(
√
−gP (Aµ, Aν;θ; gξψ)) =

√
−g∂K

µνθρ

∂Aξ;λ
(∂λAξδRµνθρ) + ... (1.6.23)

×ëåíû ñ òðåòüèìè ïðîèçâîäíûìè îò ìåòðèêè:

δ(
√
−gP (Aµ, Aν;θ; gξψ)) = −

√
−g∂K

µνθρ

∂Aξ;λ
(AψΓψξλδRµνθρ +RµνθρAψδΓ

ψ
ξλ) + ... (1.6.24)

Ò.ê. (1.6.19) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî âèäà ôóíêöèè f , òî âîçüì¼ì ñàìûé
ïðîñòîé âèä ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé íå ïðîïàäàåò çàâèñèìîñòü îò C. Ïðè òàêèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèå (1.6.19) ïåðåõîäèò â:

∂Kµνθρ

∂Aξ;λ
(∂λAξδRµνθρ)⇒ fC(C)gξψAλ;θAθA

µAνAρ(∂ξψρAλ − ∂ξψλAρ)δgµν + ...

∂Kµνθρ

∂Aξ;λ
(AψΓψξλδRµνθρ +RµνθρAψδΓ

ψ
ξλ)⇒ 0 + ...

(1.6.25)
Ïåðâîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (1.6.25) ýêâèâàëåíòíî:

(Jµνθξρλ + Jνµξθρλ − Jµνξθρλ − Jνµθξρλ)∂λνθAρδgµξ ⇒
⇒ (gνθfCA

µAξAψ(Aλ;ψAρ − Aρ;ψAλ))∂λνθAρδgµξ,
(1.6.26)

2Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíû âàðèàíòû, êîãäà:

P = Rµ1ν1θ1ρ1 ...RµjνjθjρjK
µ1ν1θ1ρ1...µjνjθjρj (Aξ;λ;Aψ),

íî òàêèå âàðèàíòû òðåáóþò íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ îòñóòñòâèå ïðîèçâîäíûõ ñòàðøå
òðåòüåé â âàðèàöèè δ(

√
−gP (Aµ, Aν;θ; gξψ)) íà ôóíêöèþ: Kµ1ν1θ1ρ1...µjνjθjρj (Aξ;λ;Aψ). À åäèíñòâåííûé âàðèàíò, êî-

òîðûé íå òðåáóåò íàëîæåíèÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ Kµνθρ(Aξ;λ;Aψ) - ýòî (1.6.22), ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî åãî.
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ãäå:

Jµνθξρλ =
∂Kµνθξ

∂Aρ;λ

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

JµνθξρλRµνθξ =
∂P

∂Aρ;λ
(1.6.27)

Óìíîæàÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü (1.6.26) íà Rµνθξ, ïîëó÷àåì:

4
∂P

∂Aρ;λ
⇒ Rµνθξ(g

νθfCA
µAξAψ(Aλ;ψAρ − Aρ;ψAλ)) (1.6.28)

Èç (1.6.27) è (1.6.28) ïîëó÷àåì:

Jµνθξρλ ⇒ 1

4
(gνθfCA

µAξAψ(Aλ;ψAρ − Aρ;ψAλ)) (1.6.29)

Õîòÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà Rµνθξ è íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïåðåõîä îò ðàâåíñòâà
(1.6.28) ê (1.6.29) êîððåêòåí, òàê êàê îí ñîâåðøàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, äàþùèõ
íîëü ïðè ñâ¼ðòêå èõ ñ Rµνθξ, à ôóíêöèÿ Jµνθξρλ, â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó (1.6.27)
îïðåäåëåíà òîæå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, äàþùèõ íîëü ïðè ñâ¼ðòêå èõ ñ Rµνθξ.
Ïîäñòàâëÿÿ (1.6.29) îáðàòíî â (1.6.26), ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò íåâîçìîæíî
ïîäîáðàòü òàêóþ ôóíêöèÿ Kµνθξ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (1.6.26). Ñëåäîâàòåëüíî
íåâîçìîæíî ñäåëàòü ãàëèëåîíîì â êðèâîì ïðîñòðàíñòâå ëàãðàíæèàí ïåðâîãî òèïà
ïðè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè f îò C.

1.7 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà

ëàãðàíæèàíà

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí âòîðîãî òèïà (1.1.24):

L(2) = f(C,F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν). (1.7.1)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà:

f = f(F ). (1.7.2)

À èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèä:

L(2) = f(F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν). (1.7.3)
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Ïðåîáðàçóåì ëàãðàíæèàí (1.7.3) ïî ÷àñòÿì, ó÷èòûâàÿ (1.7.2) è îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëå-
íû ñî âòîðûìè êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè îò ïîëÿ Aµ:

L(2) = f(F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν)→ −Aµ

;θνA
θA ;ν

µ f(F ) + ... (1.7.4)

Çäåñü ”→ ” îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.
Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî:

−Rµ
νθξA

ν = (∇θξ −∇ξθ)A
µ, (1.7.5)

ðàâåíñòâî (1.7.4) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî:

−Aµ
;θνA

θA ;ν
µ f(F )→ f(F )Rµ

λθνA
λAθA ;ν

µ +
1

2
∇θ(f(F )Aθ)Aµ;νAµ;ν. (1.7.6)

Â ñèëó (1.7.4) è (1.7.6) ïîëó÷àåì, ÷òî:

f(F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν)− f(F )Rµ

λθνA
λAθA ;ν

µ = L(1)(Aµ;Aµ;ν), (1.7.7)

ãäå ôóíêöèÿ L1 - íåêàÿ ôóíêöèÿ îò ïîëÿ Aν è åãî ïðîèçâîäíîé. Âûðàæåíèå (1.7.7)
îçíà÷àåò, ÷òî ëàãðàíæèàí (1.7.3) ïðåîáðàçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòÿì ê ëàãðàíæèàíó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî ïîëÿ è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò ïîëåé.
Çíà÷èò (1.7.1) íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãàëèëåîíîì íè â ïëîñêîì, íè â èñêðèâë¼ííîì ïðî-
ñòðàíñòâà ïðè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè f òîëüêî îò F.
Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò C è F, ò.å. âàðèàíò (1.6.1) áåç
êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ f. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ìî-
äåëü (1.7.1) áûëà ãàëèëåîíîì è â èñêðâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. â ïðîñòðàíñòâå ñ
ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â Tµν îòñóòñòâîâàëè ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè
ïðîèçâîäíûìè îò ìåòðèêè è îò ïîëåé, ò.å. ÷ëåíû ñ òðåòüèìè ïðîèçâîäíûìè. Óñëî-
âèå îòñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â Tµν ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ èõ â
δ(
√
−gL(2)). Íî, èñõîäÿ èç âîçìîæíîñòè ïðèñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ êàê ïî

ìåòðèêå, òàê è ïî ïîëÿì â δ(
√
−gL(2)), áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ëàãðàíæèàí (1.6.1),

à íîâûé ëàãðàíæèàí, êîòîðûé ðàâåí (1.6.1) ïëþñ íåêîòðûé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò ïî-
ëåé è åãî ïðîèçâîäíûõ, ó êîòîðîãî åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ñêîìïåíñèðî-
âàòü òðåòüè ïðîèçâîäíûå â âûðàæåíèè äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ò.å. íîâûé
ëàãðàíæèàí èìååò âèä:

L(new) = f(C,F )AλA
θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) + P (Aµ, Aν;θ; gξψ). (1.7.8)

Âîçìîæíûé âèä ÷ëåíà P (Aµ, Aν;θ; gξψ) áûë âûÿñíåí â ðàçäåëå 1.6 (1.6.22):

P = RµνθρK
µνθρ(Aξ;λ;Aψ) (1.7.9)

Äëÿ íà÷àëà ïîïðîáóåì òàê ïîäîáðàòü ÷ëåí P, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò òðåòüèõ ïðîèç-
âîäíûõ îò ïîëåé â δ(

√
−gL(new)), ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî:

δ(
√
−gL(new)) = 0 + ..., (1.7.10)
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ïðè îòáðàñûâàíèè ÷ëåíîâ ñ ìëàäøèìè ïðîèçâîäíûìè îò ïîëåé è ñ ïðîèçâîäíûìè
ëþáîãî ïîðÿäêà îò ìåòðèêè. Ðàñïèñûâàÿ δ(

√
−gL()) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøåãî

ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì îò ïîëåé, ïîëó÷àåì:

δ(
√
−gL(new))⇒ −

√
−g
2

(gξµIλθρν − gνθIµρλξ)∂λνθAρδgξµ+

+
√
−g(W ξθνµρλ +W θξµνρλ −W ξθµνρλ −W θξνµρλ)∂λνθAρδgξµ,

(1.7.11)

ãäå:

Jµνθξρλ =
∂Kµνθξ

∂Aρ;λ
, (1.7.12)

Iλµρξ = (fAλgµρ + 2AνA
µ;νfC)Aξ, (1.7.13)

W ξθνµρλ = Iλµρξgθν + J ξθνµρλ. (1.7.14)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ îò ïîëåé â
δ(
√
−gL(new)), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

1

2
(gξµIλθρν − gνθIµρλξ) = W ξθνµρλ +W θξµνρλ −W ξθµνρλ −W θξνµρλ (1.7.15)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ íà Rξθνµ, ïîëó÷àåì:

Rξθνµ(
1

8
(gξµIλθρν − gνθIµρλξ)−W ξθνµρλ) = 0 (1.7.16)

Ïîëüçóÿñü òåìè æå àðãóìåíòàìè, ÷òî è â ðàçäåëå 1.6, êîãäà ñîâåðøàëè ïåðåõîä èç
(1.6.28) â (1.6.29), ïîëó÷àåì, ÷òî (1.7.16) ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ íèæå:

W ξθνµρλ =
1

8
(gξµIλθρν − gνθIµρλξ), (1.7.17)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.7.17) îáðàòíî â (1.7.10), ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò íåâîçìîæíî
ïîäîáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ Kµνθξ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (1.7.10). ×òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
îçíà÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí P â ëàãðàíæèàíå,
÷òîáû îí çàíóëÿë õîòÿ áû òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò ïîëåé â òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà.
Ñëåäîâàòåëüíî ëþáûìè äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè3 â ëàãðàíæèàíå íåâîçìîæíî
ñäåëàòü ãàëèëåîíîì â êðèâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëü, èìåþùóþ òàêîé æå ÷ëåí ïî
ñòðóêòóðå ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè, êàê è â ëàãðàíæèàíå âòîðîãî òèïà ïðè
çàâèñèìîñòè ôóíêöèè f îò C.

3Ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî âîçìîæíîñòü äîáàâëåíèÿ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ òåíçîð êðèâèçíû â
ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé.
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Ãëàâà 2

Óñòîé÷èâîå ðåøåíèå,
íàðóøàþùåå èçîòðîïíîå
óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà (1.2.3) âîç-
ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãàëèëåîíîì è â êðèâîì ïðîñòðàíñòâå,
ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ f äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (1.6.16). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé ñëó÷àé, òàê êàê äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ óñêîðåííîå ðàñøèðåíèå âñåëåííîé íà ðàçëè÷íûõ ýòà-
ïàõ, èìåííî îí ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ. È ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òàêîé
ëàãðàíæèàí, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàðóøèòü óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè (0.0.1), ò.å.
ó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ëàãðàíæèàíà ýòîé ìîäåëè, äîëæíî ñóùå-
ñòâîâàòü ðåøåíèå, òàêîå, ÷òî íà í¼ì:

ρ+ p < 0, (2.0.1)

ãäå ρ = T00, p = T11 = T22 = T33. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò èìåííî ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîðîäíûé ñëó÷àé, òî íåîáõîäèìî èñêàòü îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ôîíîâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à èìåííî:

Aµ
back = (A(t), 0, 0, 0). (2.0.2)

Òàêæå äëÿ òîãî ÷òîáû òåîðèÿ áûëà ôèçè÷åñêè îñìûñëåííîé, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü
óñòîé÷èâîñòü ôîíîâîãî ðåøåíèÿ è îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòü
áîëüøå ñâåòîâîé. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé,
êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò íå îò òð¼õ ïåðåìåííûõ, à îò îäíîé ïåðåìåííîé. Î÷åâèäíî,
÷òî âàðèàíò:

f = f(F ) (2.0.3)

L = f(F )Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν) (2.0.4)
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íå ÿâëÿåòñÿ ãàëèëåîíîì, ò.ê. F = AνA
ν, ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ äàëü-

íåéøåãî àíàëèçà.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà:

f = f(B) (2.0.5)

L = f(B)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν), (2.0.6)

Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåí ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè â ýòîì âàðèàíòå (2.0.6) àíàëîãè÷åí
÷ëåíó ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè â ãàëèëåîííîì ëàãðàíæèàíå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
(ñì. [1], [2], [3] ) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû:

π → F, (2.0.7)

ãäå π- ñêàëÿðíîå ïîëå.

f(F,B)[Aµ�Aµ + Aµ,νA
µ,ν]→ 1

2
f(π;

1

4
πνπν)�π. (2.0.8)

Çíà÷èò ýòîò âàðèàíò (2.0.6) òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî èññëå-
äîâàíèÿ, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñêàëÿðíîãî ãàëèëåîíà, êîòîðûé ïîäðîáíî èññëåäî-
âàëñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ (ñì. [5], [6],[7], [8], [12]).
Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò D:

f = f(D) (2.0.9)

L = f(D)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν). (2.0.10)

Ýòîò âàðèàíò (2.0.10) ÿâëÿåòñÿ ãàëèëåîíîì êàê â ïëîñêîì, òàê è â êðèâîì ïðîñòðàí-
ñòâå (ñì. ðàçäåë 1.6), à òàêæå íå ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó ãàëèëåîíó, êîòîðûé óæå
èññëåäîâàëñÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íîâûì è àêòóàëüíûì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
Áóäåì èñêàòü ñòåïåííîå óñòîé÷èâîå ðåøåíèå, íàðóøàþùåå óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíò-
íîñòè, â âèäå:

A(t) = βt−1, (2.0.11)

Òàêîé âûáîð ñòåïåíè â âûðàæåíèè (2.0.11) îáúÿñíÿåòñÿ, íàïðèìåð, òåì, ÷òî äëÿ êîñ-
ìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, äîïóñêàþùåé ñöåíàðèé ãåíåçèñà [9] , íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëå,
ñîçäàþùåå "îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå"ñòðåìèëîñü ê íóëþ ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ.
Âàðèàíò, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò D, óæå ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàçäåëå 1.4.2.
Ïðè ýòîì äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè è óñëîâèÿì íà îò-
ñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ âîçìóùåíèé, âûáèðàëñÿ êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé L (1.4.30)
è f (1.4.29), à èñõîäíûé ëàãðàíæèàí (1.4.26), ïðèíèìàë âèä (1.4.43):

L = f(D)Aµ�Aµ + L(B,D, F ), (2.0.12)

ãäå:
f(D) = D2,
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L(B,D, F ) = kB2 + lC2 + vF 6

Äëÿ ýòîãî âàðèàíòà (2.0.12) è ôîíîâîãî ðåøåíèÿ (2.0.11) óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôî-
íîâîãî ðåøåíèÿ è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ âîçìóùåíèé , à èìåííî (1.4.42)
èìåþò âèä: 

l > 3− k
l < 0

l > 36−12k
13

β = (3k+3l−5
v )

1/4

v > 0

(2.0.13)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ çíà÷åíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ëàãðàíæèà-
íà (2.0.12) ïðè ïîäñòàíîâêå ôîíîâîãî ðåøåíèÿ (2.0.11) è ìåòðèêè gµν = ηµν , ïîýòîìó
âû÷èñëèì åãî:

Tµν =
2δ(
√
−gL )√
−gδgµν

=
(
gµν∂θf∂

θF − ∂µf∂νF − ∂νf∂µF + 2(�f)AµAν+

+ (fD�F + LD)(AµA
λAν;λ + AνA

λAµ;λ + AµA
θAθ;ν + AνA

θAθ;µ)+

+
1√
−g

(U θλ
µΓν,θλ + U θλ

νΓµ,θλ) +
1√
−g

∂θU
θ
µν+

+ 2LFAνAµ +
1

2
LBF;µF;ν −

1√
−g

∂θ(
√
−gF θLB)AµAν−

− gµνL
)∣∣∣

gµν=ηµν ; A(t)=βt−1; f=D2; L=kB2+lC2+vF 6
=

= {0, p, p, p},
(2.0.14)

ãäå:
U θ

µν = −
√
−gAθAµAν(fD�F + LD)

p = β8t−12(vβ−4 + x− 9)

Îñòàëîñü ëèøü ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.0.1). Óñëîâèå (2.0.1) ïðè ïîä-
ñòàíîâêå ôîíîâîãî ðåøåíèÿ (2.0.2), èñïîëüçîâàíèè ëàãðàíæèàíà (2.0.12) è ôîðìóëû
(2.0.14) ïåðåõîäèò â:

p+ ρ = β8t−12(vβ−4 + x− 9) < 0. (2.0.15)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ, íàðóùàþùåãî
óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè ïðè îòñóòñòâèè ñâåðõñâåòîâûõ âîçìóùåíèé, ýêâèâà-
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ëåíòíà îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ (2.0.15) è ñèñòåìå (2.0.13) è èìååò âèä:

l < 0

l > 3− k
l < 3.5− k
l > 36−12k

13

β = (3k+3l−5
v )

1/4

v > 0

(2.0.16)

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä:

T00 = 0 (2.0.17)

T11 = T22 = T33 = β8t−12(4(k + l)− 14) (2.0.18)

À èñõîäíûé ëàãðàíæèàí èìååò âèä:

L = f(D)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν). (2.0.19)

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (k, l), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.0.16),
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè ïîñòðîåíû ïðîñòåéøèå âàðèàíòû âåêòîðíûõ
ëàãðàíæèàíîâ, ñîäåðæàùèõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå, íî ïðè ýòîì ïðèâîäÿùèõ ê óðàâ-
íåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà:

L(1) = f(F,B,C,D)Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν)

è
L(2) = f(C,F )AλA

θ;λ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν).

Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò âñåãî äâà âàðèàíòà
ëàãðàíæèàíîâ, ñîäåðæàùèõ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â âèäå äåëàìáåðòèàíà îò Aν è ïðè-
âîäÿùèõ ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ íå ñòàðøå âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì. ðàçäåë 1.1).
Áûëè ïîëó÷åííû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ âîçìó-
ùåíèé äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ ëàãðàíæèàíîâ äëÿ îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî ôîíîâîãî
ðåøåíèÿ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðàçäåë 1.2 è 1.3). Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ ñâåðõñâåòîâûõ âîçìóùåíèé íàä íèì. Â ÿâíîì âèäå äëÿ äâóõ
âàðèàíòîâ ëàãðàíæèàíîâ íàéäåíû îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ
(ñì. ðàçäåë 1.4 è 1.5). Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ
ãàëèëåîíîì â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå, - ýòî îòñóòñòâèå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â
òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà. Äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ëàãðàíæèàíà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â òåíçîðå
ýíåðãèè-èìïóëüñà ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íà ñòðóêòóðó ôóíêöèè f, à èìåííî f äîëæ-
íà çàâèñåòü òîëüêî îò ïåðåìåííûõ B, C èD. À òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè â
ëàãðàíæèàí ëþáûõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ òåíçîð êðèâèçíû â ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé
è îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå, íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî îáðà-
òèòü â íîëü â òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò
ïîëåé è ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò ìåòðèêè (ñì. ðàçäåë 1.6).
Âòîðîé æå âàðèàíò ëàãðàíæèàíà ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèè f è ïðè äîáàâëåíèè
ëþáûõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ òåíçîð êðèâèçíû â ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé è îáðàùàþ-
ùèõñÿ â íîëü â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå, áóäåò ñîäåðæàòü â òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà
ëèáî òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò ìåòðèêè, ëèáî òðåòüè ïðîèçâîäíûå îò ïîëåé. Â ñâîþ
î÷åðåäü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòîðîé âàðèàíò ëàãðàíæèàíà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãàëèëåî-
íîì â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðàçäåë 1.7).
Ïîýòîìó îáùèé âèä ëàãðàíæèàíà1, ñîäåðæàùåãî îäèí äåëàìáåðòèàí îò Aν, êîòîðûé
ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãàëèëåîíîì è â ïðîñòðàíñòâå ñ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêîé, - ýòî:

L gal
(1) = f(B,D, F )Aθ�Aθ + L(Aµ;Aµ;ν).

1Ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî âîçìîæíîñòü äîáàâëåíèÿ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ òåíçîð êðèâèçíû â
ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé.
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Â ãëàâå 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàíò, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ ïå-
ðåìåííûõ è F ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñêàëÿðíîãî ãàëèëåîíà, êîòîðûé
óæå èññëåäîâàëñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ ([1], [2], [5], [15]) , ïîýòîìó ýòîò âàðèàíò íå
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî èíòåðåñà äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Òåì íå ìåíåå âàðèàíò,
êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò ïåðåìåííûé D, óæå íå ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó ãàëèëåî-
íó. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ íîâûì è àêòóàëüíûì
äëÿ èññëåäîâàíèÿ.
Îäíîé èç èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé òåîðèé ñ ãàëèëåîííûì ëàãðàíæèàíîì ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî ýòè òåîðèè èìåþò óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, íàðóøàþùèå óñëîâèÿ ýíåðãîäî-
ìèíàíòíîñòè ([1], [16]), ýòà îñîáåííîñòü îòêðûâàåò îãðîìíîå ïîëå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðàçëè÷íûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ([5], [7], [11], [14]), ïîýòîìó â ïåðâóþ î÷åðåäü
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, îáëàäàåò ëè ýòîé îñîáåííîñòüþ òåîðèÿ, èññëåäóåìàÿ â äàí-
íîé ðàáîòå, à èìåííî òåîðèÿ ñ âåêòîðíûì ãàëèëåîííûì ëàãðàíæèàíîì. Òàêàÿ ïðî-
âåðêà áûëà âûïîëíåíà â ãëàâå 2. È â ÿâíîì âèäå áûëî íàéäåíî óñòîé÷èâîå ðåøåíèå,
íàðóøàþùåå èçîòðîïíîå óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà îñíî-
âå ëàãðàíæèàíîâ ñ âåêòîðíûìè ãàëèëåîííûìè ïîëÿìè òàêæå âîçìîæíî ïîñòðîåíèå
êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàññìàòðèâàþùèõ íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ NEC.
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