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Введение

Ньютоновская гравитация предсказывает падение
величины скорости вращения галактики с расстоянием

от центра галактики

𝑣 =
𝐺𝑀

𝑟



Введение

Наиболее популярное объяснение — введение т. н. темной 
материи – вещества, взаимодействующего с барионным 
веществом только гравитационно. 

Но это не единственное объяснение – существуют 
альтернативные теории гравитации. Одна из них –
конформная гравитация – рассмотрена в данной работе. 



Действие

В основе теории заложено действие вида

𝐼𝑊 = −𝛼 න 𝑑4𝑥 −𝑔𝐶𝜆𝜇𝜈𝜅𝐶𝜆𝜇𝜈𝜅 1

где

𝐶λµνκ = 𝑅λµνκ −
1

2
𝑔𝜆𝜈𝑅𝜇𝜅 − 𝑔𝜆𝜅𝑅𝜇𝜈 − 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜆𝜅 + 𝑔𝜇𝜅𝑅𝜆𝜈 +

+
1

6
𝑅 𝑔𝜆𝜈𝑔𝜇𝜅 − 𝑔𝜆𝜅𝑔𝜇𝜈 (2) 



Действие

Это действие остается инвариантным при любых локальных 
растяжениях

𝑔𝜇ν 𝑥 → Ω2(𝑥)𝑔𝜇ν 𝑥 (3)



Уравнение Баха

Уравнение конформной гравитации

4𝛼𝑊𝜇𝜈 = 𝑇𝜇𝜈 (4)

где

𝑊𝜇𝜈 =
1

2
𝑔𝜇𝜈(𝑅 𝛼

𝛼 ) ;𝛽
;𝛽

+𝑅𝜇𝜈 ;𝛽
;𝛽

− 𝑅𝜇 ;𝜈;𝛽
𝛽

− 𝑅𝜈 ;𝜇𝛽
𝛽

− 2𝑅𝜇𝛽𝑅𝜈
𝛽

+
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽 −

−
1

3
2𝑔𝜇𝜈(𝑅 𝛼

𝛼 ) ;𝛽
;𝛽

−2 𝑅 𝛼
𝛼

;𝜇;𝜈 − 2𝑅 𝛼
𝛼 𝑅𝜇𝜈 +

1

2
𝑔𝜇𝜈(𝑅 𝛼

𝛼 )2 (5)



Вакуумное решение

Вакуумное сферически-симметричное решение

𝑑𝑠2 = 𝐵 𝑟 𝑑𝑡2 −
𝑑𝑟2

𝐵 𝑟
− 𝑟2 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝜙2 (6)

где

𝐵 𝑟 = 1 −
𝛽 2−3𝛽𝛾

𝑟
− 3𝛽𝛾 + 𝛾𝑟 − 𝑘𝑟2 (7)



Материальное решение

3(𝑊 0
0 − 𝑊 𝑟

𝑟 )

𝐵(𝑟)
= 𝐵′′′′ +

4𝐵′′′

𝑟
=

(𝑟𝐵)′′′′

𝑟
= ∇4𝐵 𝑟 (8)

𝑓 𝑟 =
3 𝑇 0

0 − 𝑇 𝑟
𝑟

4𝛼𝐵 𝑟
(9)

Тогда с учетом уравнения Баха (4)

∇4𝐵 𝑟 = 𝑓 𝑟 (10)



Материальное решение

В случае сферически-симметричного распределения материи 
решение 

𝐵 𝑟 > 𝑅 = −
𝑟
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න

0

𝑅

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′2
−

1

6𝑟
න

0

𝑅

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′4
11

𝐵 𝑟 < 𝑅 = −
𝑟

2
න

0

𝑟

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′2
−

1

6𝑟
න

0

𝑟

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′4
−

1
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𝑟
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−
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6
න

𝑟

𝑅

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′ (12)



Гравитационный потенциал

В слабых гравитационных полях и при нерелятивистской материи

∇4𝜑 𝑟 =
3

4𝛼
𝜌 𝑟 = 𝑓 𝑟 13

Его решение для сферически-симметричной материи 

𝜑 𝑟 = −
𝑟

2
න

0

𝑟

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′2
−

1

6𝑟
න

0

𝑟

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′4
−

1
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න

𝑟

∞

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′3

−
𝑟2

6
න

𝑟

∞

𝑑𝑟′𝑓 𝑟′ 𝑟′ (14)



Параметры

Откуда получаем 

𝛾(𝑟) = −
1

2
න

0

𝑟

𝑑𝑟′𝑟′2
𝑓(𝑟′) (15)

𝛽(𝑟) =
1

12
න

0

𝑟

𝑑𝑟′𝑟′4
𝑓 𝑟′ (16)

𝑘 =
1

6
න

𝑟

∞

𝑑𝑟′𝑟′𝑓 𝑟′ (17)



Кривые вращения

Поверхностная концентрация:

𝜃 𝑅 = 𝜃0𝑒
−

𝑅
𝑅0 18

Потенциал уединенного объекта:

𝜑 𝑟 = −
𝛽

𝑟
+

𝛾𝑟

2
(19)

Потенциал всей галактики:

𝑉 𝑟, 𝑧 = න
0

∞

𝑑𝑟′ න
0

2𝜋

𝑑𝜙′ න
−∞

∞

𝑑𝑧′𝑟′𝜌 𝑟′, 𝑧′ 𝜑 𝑟 (20)



Потенциал

𝑉𝛾
∗ 𝑅

= 𝜋𝛾∗𝜃0𝑅𝑅0
2 𝐼0

𝑅

2𝑅0
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𝑅
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− 𝐼1

𝑅

2𝑅0
𝐾0

𝑅

2𝑅0
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2
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𝑅

2𝑅0
− 𝐼1

𝑅

2𝑅0
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𝑅

2𝑅0
21



Теорема вириала

Теорема вириала: 
𝑣2 = 𝑅𝑉′ 𝑅 (22)

Тогда 

𝑣𝐿𝑂𝐶
2 =

𝑁𝛽∗𝑅2

2𝑅0
3 𝐼0

𝑅

2𝑅0
𝐾0

𝑅

2𝑅0
− 𝐼1

𝑅

2𝑅0
𝐾1

𝑅

2𝑅0

+
𝑁𝛾∗𝑅2

2𝑅0
𝐼1

𝑅

2𝑅0
𝐾1

𝑅

2𝑅0
23

где 𝛽∗ =
𝑀⊙

𝑀
𝛽; 𝛾∗ =

𝑀⊙

𝑀
𝛾.



Внешние факторы

На вращение галактик будет оказывать влияние не только сама 

галактика, но и внешние факторы. Внешними факторами являются 

глобальный космологический фон и флуктуации относительно 

этого фона. 

В результате получаем зависимость скорости вращения галактик 

от радиуса 

𝑣𝑇𝑂𝑇
2 =

𝑁𝛽∗

𝑟
+

𝑁𝛾∗𝑟

2
+

𝛾0𝑟

2
− 𝑘𝑟2 (24)



Значения констант

𝛽∗ = 1,48 × 105 см

𝛾∗ = 5,42 × 10−41см−1

𝛾0 = 3,06 × 10−30см−1

𝑘 = 9,54 × 10−54см−2



Шаровые скопления

Шаровое звёздное скопление — звёздное скопление, содержащее большое 

число звёзд, тесно связанное гравитацией и обращающееся вокруг 

галактического центра в качестве спутника.

Для получения потенциала шаровых скоплений будем использовать 

модель Пламмера – закон распределения концентрации, впервые 

примененный им при изучении шаровых скоплений:

𝜌 𝑟 =
3𝑀0

4𝜋𝑎3𝑀⊙
1 +

𝑟2

𝑎2

−
5
2

(25)

где 𝑀0 – полная масса звездного скопления, 𝑎 ≈ 1,56𝑟я – радиус Пламмера, 

𝑟я – радиус ядра скопления - расстояние от центра, на котором видимая 

светимость скопления падает в два раза. 



Уравнения Джинса

Для характеристики шаровых скоплений используют такое 

понятие как дисперсия скорости. Будем использовать уравнения 

Джинса, которые вытекают из уравнения Больцмана 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑣𝑖 −

𝜕φ

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑖
= 0 (26)

где 𝑓 – функция распределения, 𝜑 – гравитационный потенциал, 

𝑣𝑖 – скорость. 



Уравнения Джинса

Умножив это уравнение на 𝑣𝑗 и проинтегрировав, учитывая, что 

плотность распределения звезд в пространстве связана с 

функцией распределения соотношением

𝜌 = න 𝑓(𝑥, 𝑣)𝑑3𝑣 (27)

получаем

𝜌
𝜕 ഥ𝑣𝑗

𝜕𝑡
+ 𝜌 ഥ𝑣𝑖

𝜕 ഥ𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕(𝜌𝑣𝑖𝑣𝑗)

𝜕𝑥𝑖
= −𝜌

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗
(28)



Уравнения Джинса

Используя определение дисперсии скорости 

𝜎𝑖𝑗
2 = 𝑣𝑖𝑣𝑗 − ഥ𝑣𝑖 ഥ𝑣𝑗 (29)

𝜌
𝜕 ഥ𝑣𝑗

𝜕𝑡
+ 𝜌 ഥ𝑣𝑖

𝜕 ഥ𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
= −𝜌

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕 𝜌𝜎𝑖𝑗
2

𝜕𝑥𝑖
(30)

Это и есть искомое уравнение Джинса, которое в сферических 
координатах записывается в виде:

𝜕 𝜌𝜎2

𝜕𝑟
+

2𝜌 𝑟 𝛽𝜎2 𝑟

𝑟
= −𝜌 𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝑟
31

где 𝛽 ≝ 1 −
𝜎𝜃

2−𝜎𝜙
2

2𝜎𝑟
2 – параметр анизотропии.



Уравнения Джинса

Считая шаровые скопления симметричными, изотропными 

системами, мы можем положить параметр анизотропии равным 

нулю. 

Тогда 

𝜕(𝜌𝜎2)

𝜕𝑟
= −𝜌 𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝑟
(32)

Откуда

𝜎2 =
1

𝜌
න

𝑟

∞

𝜌(𝑟)
𝜕𝜑

𝜕𝑟
𝑑𝑟 (33)



Карликовые галактики

Рис. 1. Галактика UGC 4459 Рис. 2. Галактика UGC 7559



Карликовые галактики

Рис. 3. Галактика UGC 9211 Рис. 4. Галактика UGC 7232



Карликовые галактики

Рис. 5. Галактика UGC 5423



Шаровые скопления

Рис. 6. Галактика NGC 1851 Рис. 7. Галактика NGC 1904



Шаровые скопления

Рис. 8. Галактика NGC 5139



Заключение

В данной работе изучалась альтернативная ОТО теория – теория 

конформной гравитации. Были построены кривые вращения для 

нескольких карликовых галактик и зависимости дисперсии скоростей от 

радиуса для шаровых скоплений. Как видно из построенных 

зависимостей, конформная теория довольно хорошо описывается 

наблюдаемые закономерности без введения темной материи. 


