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Ââåäåíèå

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [4], óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ Ìèíêîâñêîãî è àíòè-äå Ñèòòåðà ëþáîé

ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè

Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé íà áåññëåäîâûå ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû

ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ôîðìàëèçìà ðàñïàêîâêè. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî íà äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî åñòü âîçìîæíîñòü

èñïîëüçîâàòü äàííûé ôîðìàëèçì äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè êàê ñêàëÿðíûõ,

òàê è ñïèíîðíûõ ïîëåé. Îäíàêî äàëüíåéøåå îáîáùåíèå òåîðèè äî

âûñøåñïèíîâîé òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ïðè ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà, ðàâíîé äâóì: â íåé òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé, òî

åñòü âñå ëîêàëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ëèøü ñêàëÿðíûìè

è ñïèíîðíûìè ïîëÿìè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñèììåòðèé âûñøèõ ñïèíîâ íà

óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ìåæäó ñîáîé ïîëåé ìàòåðèè.

Öåëüþ ðàáîòû ñëóæèò ÿâíîå ïîñòðîåíèå ôîðìàëèçìà ðàñïàêîâêè äëÿ

ìóëüòèñïèíîðîâ íà äâóìåðèè, à òàê æå ðàçâèòèå òâèñòîðíîãî ôîðìàëèçìà,

íàèáîëåå óäîáíîãî ïðè îïèñàíèè âûñøèõ ñïèíîâ.

Àêòóàëüíîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äàííîé ðàáîòû

îáúÿñíÿåòñÿ òåñíîé ñâÿçüþ óêàçàííîé àëãåáðû âûñøèõ ñïèíîâ ñ ìîäåëüþ

Ñà÷äåâà-Éå-Êèòàåâà [3], ïðèìåíÿåìîé â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä è

òåîðèè ÷¼ðíûõ äûð.
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1. Ëîðåíöåâà ñâÿçíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå àíòè-äå Ñèòòåðà

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ëîðåíöåâà êîâàðèàíòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ [5] íà ïðîñòðàíñòâå AdSn, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ëîðåíö-

èíâàðèàíòíîñòü òåíçîðîâ ïðè èõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñàõ. Àëãåáðîé

óêàçàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ o(n − 1, 2), â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ

ïîäàëãåáðà Ëîðåíöà o(n − 1, 1) ⊂ o(n − 1, 2). Áóäåì àññîöèèðîâàòü

çàãëàâíûå èíäåêñû A,B, . . . = 0 ÷ n ñ îáúåìëþùåé àëãåáðîé è

ïðîïèñíûå a, b = 0 ÷ n − 1 ñ å¼ ïîäàëãåáðîé. Ëþáîé ýëåìåíò o(n − 1, 2) â

ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó:(
0 Pa

P a Lbc

)
, (1..1)

ãäå Lab ∈ o(n − 1, 1) è Pa - òðàíñëÿöèè. Ñïèí-ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì àëãåáðû, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü å¼ â AdSn íà ëîðåíöåâó è

òðàíñëÿöèîííóþ ñîñòàâëÿþùèå:

W = ωabLab + λeaPa. (1..2)

Äàííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ñäåëàòü AdSn - êîâàðèàíòíûì ñ ïîìîùüþ

ââåäåíèÿ íîðìèðîâàííîãî íà åäèíèöó âåêòîðíîãî ïîëÿ V A(x),

îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ëîðåíöåâà ïîäàëãåáðà áóäåò çàäàâàòüñÿ êàê

ìíîæåñòâî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ åìó âåêòîðîâ.

eA = dV A +WABVB, (1..3)

ωAB = WAB − λ(eAV B − eBV A). (1..4)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå V AVA = 1, V AdVA = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

VAe
A = 0, (1..5)
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DV A ≡ dV A + ωABVB = 0. (1..6)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò óâèäåòü, ÷òî ëþáàÿ V - ïðîäîëüíàÿ

÷àñòü o(n− 1, 2) òåíçîðà èñ÷åçàåò ïðè äåéñòâèè ëîðåíöåâîé êîâàðèàíòíîé

ïðîèçâîäíîé, òî åñòü ëîðåíö-èíâàðèàíòíûå òåíçîðû ñîõðàíÿþò ñâîþ

èíâàðèàíòíîñòü. Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ êðèâèçíû AdS èìååò âèä

dWAB +WACW B
C = 0, (1..7)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå Êàðòàíà

deA +WACeC = 0. (1..8)

Â òåðìèíàõ ëîðåíöåâîé ñâÿçíîñòè ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

dωAB + ωACω B
C = λ2eAeB, (1..9)

DeA = deA + ωACeC = 0. (1..10)

Ïóñòü FA(k) - íåêîòîðûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ðàíãà k. Òîãäà äåéñòâèå íà

íåãî ëîðåíöåâîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé èìååò âèä

DFA(k) = dFA(k) + kωABF
A(k−1)
B , (1..11)

à êâàäðàò îïåðàòîðà ñ ó÷¼òîì 1..9

D2FA(k) = kλ2eAeBF
A(k−1)
B . (1..12)

Îòìåòèì, ÷òî λ−1 - ðàäèóñ ïðîñòðàíñòâà AdS è ñëó÷àé λ = 0 îïèñûâàåò

ëîðåíöåâó ãåîìåòðèþ.
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2. Ââåäåíèå â ôîðìàëèçì ðàñïàêîâêè

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó òåíçîðíûõ ïîëåé íà ïðîñòðàíñòâå

AdS:

C(x) = {c, cA, . . . cA(k), . . .} (2..1)

ñ íàëîæåííûì óñëîâèåì áåññëåäîâîñòè

ηAAc
A(k+2) = 0. (2..2)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [4], áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

(DC)A(k) = 0 (2..3)

ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà íà íóëåâîé ýëåìåíò öåïî÷êè

(DADA +m2)c = 0. (2..4)

Íà îïåðàòîð D íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� ëèíåéíîñòü;

� ñîõðàíåíèå áåññëåäîâîñòè

� äëÿ íåêîòîðîé öåïî÷êè T èç òåíçîðíûõ ôîðì p - ôîðì T
A(k)
(p)

âûïîëíÿåòñÿ

(DT )
A(k)
(p+1) = D

[
T
A(k−1)
(p) ;T

A(k)
(p) ;T

A(k+1)
(p)

]
; (2..5)

� íèëüïîòåíòíîñòü, òî åñòü D2T = 0.

Íàèáîëåå îáùèé âèä òàêîãî îïåðàòîðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

D = σ− + D + σ+, (2..6)
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ãäå

(σ−T )
A(k−1)
(p+1) = eBT

BA(k−1)
(p) , (2..7)

(σ+T )
A(k+1)
(p+1) = f(k)

[
eAT

A(k)
(p) + akeBη

AAT
BA(k−1)
(p)

]
. (2..8)

Êîýôôèöèåíò ak ôèêñèðóåòñÿ èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ áåññëåäîâîñòè, â òî

âðåìÿ êàê f(k) ôèêñèðóåòñÿ óñëîâèåì íèëüïîòåíòíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî

âûáîðà f(0), êîòîðûé ôèêñèðóåò ìàññó ïîëÿ.

ak = −
k

n+ 2(k − 1)
, (2..9)

f(k) =
k + 1

2k + n

(
λ2k(k + n− 1)−m2

)
. (2..10)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà íåîáõîäèìî çàïèñàòü óðàâíåíèå

2..3 äëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ðàíãîâ.

eBcB + eBDBc = 0, (2..11)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

cB = −DBc. (2..12)

Óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîãî ðàíãà óæå ñîäåðæèò îïåðàòîð σ+:

eBcAB + eBDBc
A + f(0)eAc = 0. (2..13)

cAB −DBDAc− m2

n
δABc = 0. (2..14)

Ñâîðà÷èâàÿ ïîïàðíî èíäåêñû â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè è ó÷èòûâàÿ

áåññëåäîâîñòü ïîëåâûõ òåíçîðîâ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà 2..4.

Ìîæíî òàê æå ïîêàçàòü, ÷òî îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 2..3 íå âëèÿþò

íà ðåøåíèå íà ñêàëÿðíûé ýëåìåíò öåïî÷êè.
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3. Ïîëÿ íà äâóìåðèè

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ôîðìàëèçì ðàñïàêîâêè

íà äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ïîòîìó ÷òî, êàê ìû óâèäèì

äàëåå, ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî çàïèñàòü îäíîâðåìåííî óðàâíåíèå

Êëåéíà-Ãîðäîíà è óðàâíåíèå Äèðàêà. Ãëàâíîå óäîáñòâî âûáðàííîé

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àëãåáðà AdS2,

ñîäåðæàùàÿ ïîäàëãåáðó Ëîðåíöà, èçîìîðôíà sl(2,R). Òåíçîðû o(1, 1)

ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê o(1, 2) - òåíçîðû ñ íàëîæåííûì óñëîâèåì V

- ïîïåðå÷íîñòè:

VAF
A(k) = 0, (3..1)

ãäå âåêòîð V îáñóæäàëñÿ â ïåðâîé ãëàâå è íàçûâàåòñÿ êîìïåíñàòîðîì.

Ïîïåðå÷íûå òåíçîðû áóäåì òàê æå íàçûâàòü òðàíñâåðñàëüíûìè.

Äâóìåðíûå îïåðàòîðû íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

(σ−C)
a(k−1) = ebc

ba(k−1), (3..2)

(σ+C)
a(k+1) = f(k)

(
eaca(k) − 1

2
ηaaebc

ba(k−1)
)
. (3..3)

×òîáû çàïèñàòü èõ â AdS2 - êîâàðèàíòíîé ôîðìå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

îïåðàòîðû íå âûâîäèëè òåíçîðû èç êëàññà òðàíñâåðñàëüíûõ. Ó÷èòûâàÿ

1..5, ýòè æå îïåðàòîðû çàïèøóòñÿ â âèäå

(σ−C)
A(k−1) = eM ∧ cMA(k−1), (3..4)

(σ+C)
A(k+1) = f(k)

[
eAcA(k) − 1

2

(
ηAA − V AV A

)
eMc

MA(k−1)
]
. (3..5)

Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ áóäåò çíà÷èìî, ÷òî îïåðàòîðû òåïåðü ñîäåðæàò

äîïîëíèòåëüíóþ âåêòîðíóþ ñòðóêòóðó â âèäå êîìïåíñàòîðà. Èç îïèñàííûõ
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âûøå óñëîâèé äëÿ äàííûõ îïåðàòîðîâ èìååì

f(k) =
λ2

2
k(k + 1)−m2/3 (3..6)

è óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà â òîé æå ôîðìå, ÷òî 2..4. ×òîáû ðàññìîòðåòü

òåïåðü íå òîëüêî ñêàëÿðíûå, íî è ñïèíîðíûå ïîëÿ, ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ â

òåðìèíàõ sl(2) - òåíçîðîâ. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû o(2, 1)

[TA, TB] = −2εABCTC (3..7)

ïåðåõîäÿò â êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû sl(2)

[Tαβ, Tγρ] = εαγTβρ + εβρTαγ + εαρTβγ + εβγTαρ (3..8)

ïðè èçîìîðôèçìå, çàäàííîì ñîîòíîøåíèåì

F αβ = FA(τA)
αβ, (3..9)

ãäå

τ0 =

(
1 0

0 1

)
,

τ1 =

(
0 1

1 0

)
, (3..10)

τ2 =

(
1 0

0 −1

)
.

Â sl(2) èìååòñÿ èíâàðèàíòíûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû εαβ, ε12 = ε12 = 1, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîäíèìàòü è îïóñêàòü èíäåêñû:

T α = εαβTβ, (3..11)

Tα = T βεβα, (3..12)

εαγε
βγ = δβα. (3..13)
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Ñâ¼ðòêà òåíçîðîâ ïðè èçîìîðôèçìå îòëè÷àåòñÿ êîýôôèöèåíòîì:

F αβGαβ = −2FAGA, (3..14)

à äëÿ îäèíàêîâûõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ èìååì ñîîòíîøåíèå:

F αβFβγ = −δαγFAFA. (3..15)

Â ÷àñòíîñòè, ââåä¼ííûé ðàíåå êîìïåíñàòîð èìååò íîðìó V αβVαβ =

−2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå äâóõ òåòðàä V ββV γγ. Îíî êîììóòàòèâíî,

ïîýòîìó äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèé çàïèøåì ñèììåòðè÷íóþ äèàãðàììó

Þíãà: (
β β ⊗ γ γ

)
sym

= β β γ γ ⊕ β β
γ γ

, (3..16)

îòêóäà

VββVγγ = VβγVβγ − εβγεβγ. (3..17)

Äëÿ òðàíñâåðñàëüíûõ òåíçîðîâ:

VβγVβγF
γγ = Fββ. (3..18)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå òåòðàä eββ ∧ eγγ. Îíî

àíòèñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó

( α α ⊗ β β )asym = α α β
β

, (3..19)

îòêóäà

eααeββ = p(2)ε
αβV αβ, (3..20)

eαβe
ββ = p(2)V

αβ. (3..21)

Òîãäà

eααeββc
α(n−2)
ββ = p(2)ε

αβV αβc
α(n−2)
ββ = eαβe

ββc
α(n−1)
β . (3..22)
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Ñïèí-ñâÿçíîñòü ïðè èçîìîðôèçìå ωAB → ωαα|ββ èìååò òå æå

èíäåêñíûå ñèììåòðèè, ÷òî è ïðîèçâåäåíèå òåòðàä, ò.å.

ωαα|ββ = −2ω(1)ε
αβV αβ. (3..23)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ω(1) ∧ ω(1), ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ 1..9 ïðèìóò âèä

d(−2ω(1)ε
αβV αβ) = λ2eααeββ, (3..24)

d(ω(1)V
αβ) = εαβd(ω(1)ε

αβV αβ) = −λ
2

2
eαβe

ββ. (3..25)

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

Dcα(k) = dcα(k) + kω(1)ε
αβV αβc

α(k−2)
ββ , (3..26)

÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Dcα(k) = dcα(k) + kω(1)V
βαc

α(k−1)
β . (3..27)

Êâàäðàò îïåðàòîðà:

D2cα(k) = −kλ
2

2
eααeββc

ββα(k−2). (3..28)

Âûâåäåì òàê æå ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïåðåáðàñûâàíèÿ íåìûõ

èíäåêñîâ ìåæäó êîìïåíñàòîðîì è òåòðàäîé:

Vαα[e
ααcα(k)] = Vαα[V

α
β V

α
β e

ββcα(k)], (3..29)

îòêóäà

Vββe
βαcβα(k−1) = −V βαeββc

βα(k−1). (3..30)

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïåðåíîñó ôîðìàëèçìà ðàñïàêîâêè íà sl(2)

òåíçîðû. Ñèãìà-îïåðàòîðû êîíñòðóèðóþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

(σ−T )
α(k−2)
(p+1) = eββT

ββα(k−2)
(p) , (3..31)

(σ+T )
α(k+2)
(p+1) = f(k)

[
F
α(k+2)
(p+1) +G

α(k+2)
(p+1) +H

α(k+2)
(p+1)

]
, (3..32)
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ãäå

F
α(k+2)
(p+1) = eααT

α(k)
(p) ,

G
α(k+2)
(p+1) =

k

k + 1
V ααVββe

βαT
βα(k−1)
(p) ,

H
α(k+2)
(p+1) =

k − 1

4(k + 1)
V ααV ααeββT

α(k−2)
(p)ββ .

Êàæäîìó ìóëüòèñïèíîðó ñ ÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì èíäåêñîâ

ñîîòâåòñòâóåò áîçîííîå ïîëå èëè ÷èñòûé òåíçîð o(2, 1). Ìóëüòèñïèíîðàì

ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâóþò ôåðìèîííûå ïîëÿ

èëè ñïèí-òåíçîðû o(2, 1). Äëÿ ïîñëåäíèõ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü

äîïîëíèòåëüíûé ñèãìà-îïåðàòîð, êîòîðûé íå èçìåíÿåò ðàíãà:

(σ0T )
α(k)
(p+1) = φ(k)

[
V ααeββT

α(k−2)
(p)ββ + 2Vββe

βαT
βα(k−1)
(p)

]
. (3..33)

Äëÿ ìóëüòèñïèíîðîâ ÷¼òíîãî ðàíãà äàííûé îïåðàòîð òîæäåñòâåííî ðàâåí

íóëþ, ïîòîìó ÷òî îí íå èìååò îáðàçà â o(2, 1). Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî

êîìïåíñàòîð ïîçâîëÿåò çàïèñàòü êàçàëîñü áû ïîäõîäÿùóþ êîìáèíàöèþ äëÿ

òàêîãî îïåðàòîðà - V AeBT
BA(k−1)
(p) , - å¼ íèêàêèì îáðàçîì íå ñäåëàòü V -

ïîïåðå÷íîé. Ïîýòîìó íà ÷¼òíûõ èíäåêñàõ

V ααeββT
α(k−2)
(p)ββ = −2VββeβαT βα(k−1)(p) = 2V βαeββc

βα(k−1) (3..34)

è φ(2k) ïðîèçâîëüíû.

Ìîäèôèöèðîâàííûé íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð òîãäà ïðèìåò âèä

D = σ− + D + σ0 + σ+, (3..35)

à óñëîâèå åãî íèëüïîòåíòíîñòè ðàçáèâàåòñÿ íà ïÿòü ãðàäóèðîâàííûõ

óðàâíåíèé:

σ2− = 0, (3..36)

{σ−,D}+ {σ−, σ0} = 0, (3..37)

D2 + σ20 + {σ−, σ+}+ {D , σ0} = 0, (3..38)

{D , σ+}+ {σ0, σ+} = 0, (3..39)
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σ2+ = 0. (3..40)

Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âñå àíòèêîììóòàòîðû, ñîäåðæàùèå ëîðåíöåâó

êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ èç óñëîâèé 1..6 è

1..10. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 3..36 è 3..40

òàêæå âûïîëíåíû òîæäåñòâåííî. Òîãäà îñòàíóòñÿ óðàâíåíèÿ:

{σ−, σ0} = 0, (3..41)

D2 + σ20 + {σ−, σ+} = 0, (3..42)

{σ0, σ+} = 0. (3..43)

Ïåðâîå è ïîñëåäíåå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âûïîëíåíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

φ(k) =
k(k − 1)

(k + 1)(k − 2)
φ(k − 2). (3..44)

Èç óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî ðåøåíèå íåçàâèñèìî íà ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ k. Êàê

áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, íà ÷¼òíûõ ìóëüòèñïèíîðàõ σ0 ≡ 0, ïîýòîìó ïîëîæèì

φ(2k) = 0. Îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ 3..44:

φ(2k + 1) = 2φ(1)
2k + 1

2k + 2
. (3..45)

Èç óðàâíåíèÿ 3..42 ïîëó÷àåì ñèñòåìó íà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ñëàãàåìûå:

V ααV γαeγγeββc
ββγα(k−3) :

φ2(k)
4(k − 2)

k(k − 1)
− f(k − 2)

k − 2

k − 1
+ f(k)

(k − 1)(k − 2)

(k + 1)2
= 0, (3..46)

eααeββc
ββα(k−2) :

− f(k) + f(k − 2)− kλ
2

2
= 0. (3..47)

Ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

f(k) =
λ2

8
k(k + 2) + f0. (3..48)

Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì 3..46 äëÿ áîçîíîâ ââèäó 3..34
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ðàâíî íóëþ íåçàâèñèìî îò ìíîæèòåëÿ ïåðåä íèì:

V ααV γαeγγeββc
ββγα(k−3) = −V ααVγγe

γαeββc
ββγα(k−3) =

= 2VββVγγe
γαeβαcβγα(k−2) = 2eγαeβαc

α(k−2)
βγ ≡ 0, (3..49)

ïîýòîìó îíî íå äà¼ò íèêàêèõ íîâûõ ñîîòíîøåíèé íà 3..48. Äëÿ ôåðìèîíîâ

æå îíî ôèêñèðóåò ñâîáîäíóþ êîíñòàíòó:

f0 = 4φ2(1) +
λ2

8
. (3..50)

Ïîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèå Äèðàêà. Ðàñêðûâàÿ (DC)α = 0,

eββcαββ + eββDββc
α + 2φ(1)Vββe

βαcβ = 0, (3..51)

cαββ + Dββc
α − 2φ(1)V α

β cβ = 0. (3..52)

Ñâîðà÷èâàÿ âåðõíèé èíäåêñ ñ îäíèì íèæíèì, à òàê æå ñâîðà÷èâàÿ

ñâîáîäíûé èíäåêñ ñ êîìïåíñàòîðîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Äèðàêà:

V αβDββc
β +mfc

α = 0, (3..53)

φ(1) = mf . (3..54)

Óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (DC)α(0) = 0,

(DC)α(2) = 0:

eαα = −Dααc, (3..55)

cααββ −DββD
ααc+ f(0)δαβδ

α
βc = 0. (3..56)

Ñâîðà÷èâàÿ ïîïàðíî èíäåêñû, ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå:

(DββD
ββ +m2

b)c = 0, (3..57)

f0 = −
m2
b

3
. (3..58)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëèçì ðàñïàêîâêè ñîäåðæèò â ñåáå êàê

äèíàìèêó ñêàëÿðíûõ ïîëåé, òàê è ñïèíîðíûõ.

Ðàññìîòðèì îñöèëëÿòîðíûå îïåðàòîðû [6], óäîâëåòâîðÿþùèå
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ñîîòíîøåíèÿì:

[q̂α, q̂β] = 2iεαβ. (3..59)

Ãåíåðàòîðû âèäà

T̂αβ =
1

4i
{q̂α, q̂β} (3..60)

îáðàçóþò àëãåáðó sl(2):

[T̂αβ, T̂γρ] = T̂αγεβρ + T̂βγεαρ + T̂αρεβγ + T̂βρεαγ. (3..61)

Óíèâåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

âèäà

B =
∞⊕
k=0

Bk =
∞∑
k=0

Bα1...αk q̂α1
. . . q̂αk

, (3..62)

ãäå Bα1...αk - ìóëüòèñïèíîðû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Bα1...αk ñèììåòðè÷åí,

äëÿ óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé ìîæíî ïåðåéòè ê êîììóòèðóþùèì

ñèìâîëàì:

B =
∞∑
k=0

Bα1...αkqα1
. . . qαk

. (3..63)

Ââåä¼ì íà óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àññîöèàòèâíóþ îïåðàöèþ

çâ¼çäíîãî óìíîæåíèÿ [7]:

∗ = exp

(
iεαβ

←
∂

∂qα

→
∂

∂qβ

)
(3..64)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîñèòåëüíî òàêîãî

óìíîæåíèÿ îñöèëëÿòîðû îáðàçóþò òó æå àëãåáðó:

[qα, qβ]∗ ≡ qα ∗ qβ − qβ ∗ qα = 2iεαβ. (3..65)

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëû êîììóòèðóþò. Ïðè ýòîì

{qα, qβ}∗ = {qα, qβ}, (3..66)

(3..67)
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èç ÷åãî ñëåäóåò

[Tαβ, Tγρ]∗ = Tαγεβρ + Tβγεαρ + Tαρεβγ + Tβρεαγ. (3..68)

Ðàçîáü¼ì ãåíåðàòîðû íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ ÷àñòè:

Tαβ = Pαβ −
1

2
VαβL, (3..69)

V αβPαβ = 0, (3..70)

L = V αβTαβ =
1

2i
V αβqαqβ. (3..71)

1-ôîðìà ñâÿçíîñòè èìååò âèä:

W = ωL+ eαβPαβ. (3..72)

Çäåñü ìû ïîëîæèëè λ = 1. Ââåä¼ì ëèíåéíûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé

òâèñòîì, íà óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ:

τ(qα) = iVαβq
β, (3..73)

τ(qα1
. . . qαn

) = τ(qα1
) . . . τ(qαn

). (3..74)

Åãî äåéñòâèå íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ ÷àñòè ãåíåðàòîðîâ èìååò âèä:

τ(P ) = −P, (3..75)

τ(L) = L. (3..76)

Ââåä¼ì òâèñòîðíûé êîììóòàòîð:

[[f, g]] = fg − gτ(f). (3..77)

Òîãäà ÿâíî, ÷òî

[[L, ·]] = [L, ·], (3..78)

[[Pαβ, ·]] = {Pαβ, ·}. (3..79)

Äèíàìèêó âûñøèõ ñïèíîâ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ
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ìîäèôèöèðîâàííîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé [1]:

∇̂B = dB + [[W,B]]∗ = 0, (3..80)

DB + eβγ{Pβγ, B}∗ = 0. (3..81)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

eβγPβγ = eβγ
(
Tβγ +

1

2
VβγL

)
=

1

2i
eβγqβqγ. (3..82)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

E+ = −ieβγqβqγ, (3..83)

E− = ieβγ
∂

∂qβ

∂

∂qγ
, (3..84)

1

2i
eβγ{qβqγ, ·}∗ = E+ + E−. (3..85)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå 3..63, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

DBk + E+Bk−2 + E−Bk+2 = 0. (3..86)

Îòìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ íàëîæåíû íå íà ïîïåðå÷íûå ìóëüòèñïèíîðû,

îäíàêî îíè äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå

Bk =
∑

2p+m=k

(T+)
pC(p)m, (3..87)

ãäå

T+ =
1

2
V βγqβqγ (3..88)

è C(p)m = cα1...αm

(p) qα1
. . . qαm

- ïîïåðå÷íûå ìóëüòèñïèíîðû. Îïåðàòîð

T− =
1

2
V βγ ∂

∂qβ

∂

∂qγ
(3..89)

âû÷èñëÿåò V - ñëåä ìóëüòèñïèíîðà, T−C(p)k = 0. Ââåä¼ì îïåðàòîð

π+C(p)m = −i
(σ+C(p))

α(m+2)

f(m)
(qα)

m+2, (3..90)
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êîòîðûé äëÿ áîçîíîâ ïðèíèìàåò âèä

π+C(p)m = E+C(p)m +
1

m(m− 1)
(T+)

2E−C(p)m (3..91)

è îáëàäàåò ñâîéñòâîì

T−π+C(p)m = 0. (3..92)

Î÷åâèäíî, ÷òî

[E+, T+]C(p)m = 0, (3..93)

à óðàâíåíèå 3..86 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå∑
2p+m=k

(T+)
pDC(p)m +

∑
2p+m=k−2

(T+)
pE+C(p)m+ (3..94)

∑
2p+m=k+2

E−(T+)
pC(p)m = 0.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

E−(T+)
pC(p)m =

2p

m− 1
(T+)

pE−C(p)m − p(p− 1)(T+)
p−2E+C(p)m. (3..95)

Ïîäñòàâëÿÿ 3..91 è 3..95, ∑
2p+m=k

(T+)
pDC(p)m+ (3..96)

+
∑

2p+m=k−2
(T+)

pπ+
[
C(p)m − (p+ 1)(p+ 2)C(p+2)m

]
+

+
∑

2p+m=k+2

(T+)
pE−

[
p(2m+ p− 1)

m(m− 1)
C(p)m −

1

m(m− 1)
C(p−2)m

]
= 0.

Èòàê, èñõîäíîå óðàâíåíèå íà ìîäèôèöèðîâàííóþ êîâàðèàíòíóþ

ïðîèçâîäíóþ ðàçáèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ðàñïàäàåòñÿ íà k/2 óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ñòåïåíüþ T+:

DC(p)k−2p+ (3..97)

+π+
[
C(p)k−2p−2 − (p+ 1)(p+ 2)C(p+2)k−2p−2

]
+

+π−
[
p(2k − 3p+ 3)C(p)k−2p+2 − C(p−2)k−2p+2

]
= 0,
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π−C(p)m = i(σ−C(p))
α(m−2)(qα)

m−2 =
1

m(m− 1)
E−C(p)m. (3..98)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ, ñòðóêòóðíî àíàëîãè÷íûå ñèñòåìå

(DC)α(k) = 0. Â äèàãîíàëèçîâàííîì âèäå îíè îïèñûâàþò ïîëÿ ñ äèñêðåòíî

ðàñòóùèìè ìàññàìè. ×òîáû ñäåëàòü ñïåêòð ìàññ íåïðåðûâíûì, ìîæíî

äåôîðìèðîâàòü àëãåáðó îñöèëëÿòîðîâ [6]:

[q̂α, q̂β] = 2iεαβ(1 + νQ̂), (3..99)

ãäå Q̂ - íåçàâèñèìûé îïåðàòîð, ν ∈ R - ïàðàìåòð, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü

ìàññû ïîëåé íåïðåðûâíûìè. Íà Q̂ òàê æå íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ:

{Q̂, q̂α} = 0, (3..100)

Q̂2 = 1. (3..101)

Îòíîñèòåëüíî çâ¼çäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äàííàÿ àëãåáðà íå èçìåíÿåòñÿ,

îäíàêî ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèñïèíîð ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå

÷àñòè:

B =
∞∑
k=0

[
Bα1...αk + B̃α1...αkQ

]
qα1

. . . qαk
. (3..102)

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì òàê æå ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ôåðìèîííûå

ïîëÿ, åñëè îòêàçàòüñÿ îò ñîîòíîøåíèÿ 3..34 è âûäåëèòü â ñèñòåìå 3..86 òàê

æå îïåðàòîð

π0C(p)m =
(σ0C(p))

α(m)

φ(m)
(qα)

m. (3..103)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [4], äèíàìèêà áåññïèíîâûõ ÷àñòèö ìîæåò

áûòü îïèñàíà BF äåéñòâèåì

S2 =
∞∑
k=1

g(k)

k!

∫
eB3 ∧ . . . eBn ∧ εB1...Bn

(DC)B1A(k−1)(DC)B2

A(k−1). (3..104)

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè

àíàëîãè÷íîãî äåéñòâèÿ, îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó âûñøèõ ñïèíîâ íà

äâóìåðèè [2].
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûë ïîñòðîåí ÿâíûé âèä íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà

D, ðåàëèçóþùåãî ôîðìàëèçì ðàñïàêîâêè äëÿ ïîëåé íà äâóìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, âëîæåííîãî â äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî àíòè-

äå Ñèòòåðà ñ ïîìîùüþ êîìïåíñàòîðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ V . Êàê áûëî

ïîêàçàíî, äàííûé ôîðìàëèçì ñîäåðæèò â ñåáå äèíàìèêó êàê ñêàëÿðíûõ,

òàê è ñïèíîðíûõ ïîëåé. Òàê æå áûëè ïîëó÷åíû àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà

íà êîìáèíàöèè òðàíñâåðñàëüíûõ òåíçîðîâ è êîìïåíñàòîðà.

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âûñøèõ ñïèíîâ áûë èñïîëüçîâàí òâèñòîðíûé

ôîðìàëèçì. Ïðè åãî ðåàëèçàöèè áûëî óäîáíûì èñïîëüçîâàíèå íàéäåííûõ

ðàíåå îïåðàòîðîâ ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ ðàíãà òåíçîðîâ σ+ è σ−, íå

âûâîäÿùèõ èç êëàññà òðàíñâåðñàëüíûõ. Ýòî ïîçâîëèëî ðàçáèòü êàæäîå

èç óðàâíåíèé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû íà öåïî÷êó, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîìó ïîðÿäêó V - ñëåäà. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà

îïèñûâàåò äèíàìèêó ìàññèâíûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçîííûõ ïîëåé.

Äëÿ ðåàëèçàöèè äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðîâ â

äàëüíåéøåì áóäåò íåîáõîäèì íàéäåííûé â ðàáîòå ÿâíûé âèä îïåðàòîðà

íóëåâîãî ðàíãà σ0. Âàæíîñòü òàêîãî ïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî ñèñòåìà èç áåñêîíå÷íûõ íàáîðîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçîíîâ

è ôåðìèîíîâ ðàñòóùèõ ìàññ ðåàëèçóåò ñèììåòðèè âûñøèõ ñïèíîâ,

äîñòàòî÷íî èçó÷åííûå â ïðîñòðàíñòâàõ âûñøåé ðàçìåðíîñòè.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè àíàëîãè÷íûõ

óðàâíåíèé íà áîçîííûå ïîëÿ äåôîðìèðîâàííîé àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ,

à òàê æå îáîáùåíèå íà ñïèíîðíûå ïîëÿ. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëèò

ïîñòðîèòü ñóïåðñèììåòðè÷íîå âûñøåñïèíîâîå BF äåéñòâèå íà óêàçàííûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.
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