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Введение  

Существует значительное расхождение между наблюдаемыми 
экспериментальными кривыми вращения и кривой, полученной путем 
применения теории гравитации к веществу, наблюдаемому в галактике.  

Решение этой проблемы состоит в том, чтобы выдвинуть гипотезу о 
существовании темной материи и предположить ее распространение от 
центра галактики к ее гало. 

Теории, связанные с темной материей, являются основными 
постулируемыми решениями для объяснения расхождения. 

На данный момент природа темной материи неизвестна и нет ясного 
понимания физической взаимосвязи темной материи с наблюдаемыми 
астрономическими объектами. Тем не менее к настоящему времени получен 
огромный объем информации, о количестве и распределении темной 
материи и о том, какую роль она играет в формировании галактик. 

Однако также есть широко известна проблема центрального каспа, которая 
вытекает из сравнения результатов многочисленных космологических 
моделей формирования галактик с наблюдениями. Суть проблемы состоит в 
том, что в численных моделях объемная плотность в центре гало стремится к 
бесконечности, образуя так называемы центральный касп, в то время как 
наблюдения, как правило, не обнаруживают резкого возрастания плотности 
в направлении к центру.  

В данной работе мы попытаемся избавиться от каспа, путем рассмотрения 
модели аннигилирующей темной материи. Будем предполагать, что темная 
материя учувствует в гравитационном взаимодействии и описывается 
механикой Ньютона. 
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Основная система уравнений 

Составим систему уравнений, которая опишет формирование гало темной 
материи галактики с точки зрения Ньютоновской механики. 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ሬሬ⃗ ൫𝜌𝜗൯ = 0

𝜕𝜗

𝜕𝑡
+ ൫𝜗 ∇ሬሬ⃗ ൯𝜗 = −∇ሬሬ⃗ 𝜑 −

∇ሬሬ⃗ 𝑝

𝜌
∆𝜑 = 4𝜋𝐺𝜌

 

Уравнение (1) системы – уравнение непрерывности. Которое в данном 
случае выражает закон сохранения массы. 

Уравнение (2) – уравнение Эйлера, векторное уравнение движения. 

И уравнение (3) – уравнение Пуассона, описывающее гравитационный 
потенциал, создаваемый произвольным распределением массы. 

В данной системе имеют место следующие зависимости:  

𝜌(𝑟, 𝑡); 𝜗(𝑟, 𝑡);  𝜑(𝑟) и в общем случае 𝑝(𝜌). 

Для темной материи полагают, что давления нет, поэтому уравнение 
состояния в данном случае можно записать так: 𝑝(𝜌) = 0. 

Тогда система запишется следующим образом: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ሬሬ⃗ ൫𝜌𝜗൯ = 0

𝜕𝜗

𝜕𝑡
+ ൫𝜗 ∇ሬሬ⃗ ൯𝜗 = −∇ሬሬ⃗ 𝜑

∆𝜑 = 4𝜋𝐺𝜌

 

Итак, получаем 2 скалярных и 1 векторное уравнения, а также 2 скалярных и 
1 векторную неизвестные. Значит данная система уравнений полностью 
описывает динамику формирования гало темной материи. 

Из-за больших трудностей в аналитическом решении такой системы 
уравнений перейдем к более простой постановке задачи: стационарный 
сферически-симметричный случай. 
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Сферически-симметричное приближение 

Полагаем, что скорость, плотность и гравитационный потенциал являются 
только функциями радиуса и не зависят от углов  и  в сферических 
координатах. То есть: 

𝜌(𝑟, 𝑡); 𝜗(𝑟, 𝑡);  𝜑(𝑟)   ⟶   𝜌(𝑟, 𝑡); 𝜗(𝑟, 𝑡);  𝜑(𝑟)  

Уравнение (1) запишем в виде: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ሬሬ⃗ ൫𝜌𝜗൯ = 0 + 𝑑𝑖𝑣൫𝜌𝜗൯ =

=  
1

𝑟ଶ

𝜕(𝑟ଶ𝜌𝜗௥)

𝜕𝑟
+

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕(𝜌𝜗ఝ)

𝜕𝜑
+

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕(𝜌𝜗ఏ 𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝜕𝜃
= 0 

Движение центрально-симметрично, поэтому 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1; 
డణഇ

డఏ
=

డణക

డఝ
= 0 . 

Следовательно 𝑟ଶ𝜌𝜗௥ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . 

 

Стационарное приближение 

Полагаем, что движение уже установившееся по круговым орбитам и нет 
движения к центру. То есть компоненту скорости вдоль радиуса 
(радиальная/нормальная скорость) принимаем равной 0,  

т. о.  𝜗 = 𝜗௡𝑒௡ሬሬሬሬ⃗ + 𝜗ఛ𝑒ఛሬሬሬ⃗ = 𝜗ఛ𝑒ఛሬሬሬ⃗  ;  𝜗 = 𝜗ఛ.  

Тогда перепишем уравнение (2) начальной системы в виде: 

𝜕𝜗

𝜕𝑡
+ ൫𝜗 ∇ሬሬ⃗ ൯𝜗 =

𝑑𝜗

𝑑𝑡
=

𝑑(𝜗ఛ 𝑒ఛሬሬሬ⃗ )

𝑑𝑡
=

= 𝜗ఛ

𝑑( 𝑒ఛሬሬሬ⃗ )

𝑑𝑡
+

𝑑(𝜗ఛ)

𝑑𝑡
 𝑒௡ሬሬሬሬ⃗ =

𝜗ఛ

𝑟
𝑒௡ሬሬሬሬ⃗ = −

𝜗ఛ
ଶ

𝑟
𝑒௥ሬሬሬ⃗ = −

𝑑𝜑

𝑑𝑟
𝑒௥ሬሬሬ⃗  

𝜗ఛ
ଶ

𝑟
=

𝑑𝜑

𝑑𝑟
 

Также в таком приближении пропадает зависимость величин от времени: 

𝜌(𝑟, 𝑡); 𝜗(𝑟, 𝑡);  𝜑(𝑟)  ⟶  𝜌(𝑟); 𝜗ఛ
ሬሬሬ⃗ (𝑟);  𝜑(𝑟) 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0; 

𝜕𝜗ఛ
ሬሬሬ⃗

𝜕𝑡
= 0 
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Учитывая выше приведенные приближения запишем полную систему: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑟ଶ𝜌𝜗௥ = 0

𝜗ଶ

𝑟
=

𝑑𝜑

𝑑𝑟
1

𝑟ଶ

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟ଶ

𝑑𝜑

𝑑𝑟
) = 4𝜋𝐺𝜌

 

Исключим из двух последних уравнений гравитационный потенциал  и 
получим уравнение следующего вида: 

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝐺𝜌𝑟ଶ 

Существуют различные модели профиля плотности темной материи 𝜌(𝑟). 

Наиболее простой является модель псевдоизотермической сферы, которая 
описывает вещество как идеальный газ в термодинамическом равновесии. 
Профиль плотности для такой модели 𝜌(𝑟) ∝ 𝑟ିଶ. Однако наблюдается ряд 
отклонений от результатов моделирования.  
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Профиль Наварро-Френка-Уайта 

Аппроксимация данных, полученных в результате численного 
моделирования формирования структуры гало в расширяющейся Вселенной 
привело к модели Наварро-Френка-Уайта [1]. Данный профиль является 
приближением для термодинамически равновесной конфигурации темной 
материи. 

Зависимость 𝜌(𝑟) выглядит следующим образом: 

𝜌(𝑟) =
𝜌଴

𝑟
𝑅௦

(1 +
𝑟

𝑅௦
)ଶ

 

Где 𝜌଴ и 𝑅௦ являются  параметрами, изменяющимися в зависимость от 
свойств гало.  

  

Как видно, данная модель отличается быстрым возрастанием плотности гало 
на малых r, имеется касп. 

Для большого класса галактик наблюдательные данные согласуются с 
моделью Наварро-Френка-Уайта. Но данный профиль не согласуется с 
наблюдениями галактик низкой поверхностной яркости и богатых газом 
карликовых галактик поздних типов. В центральных областях наблюдается 
меньшее содержание темной материи, чем предсказывается.  
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Убедимся, что NFW профиль в совокупности с  уравнением 

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝐺𝜌𝑟ଶ   ⟶   𝑟𝜗ଶ = 4𝜋𝐺 න 𝜌(𝑟)𝑟ଶ𝑑𝑟 

дает плоские кривые вращения. 

 При малых расстояния NFW профиль ведет себя как 𝜌 ∝  𝑟ିଵ. 
Тогда скажем, что 𝜌(𝑟) =  𝐴𝑟ିଵ, где 𝐴 = 𝜌଴𝑅௦

ଷ. 

Беря интеграл выше получим:  

𝜗 = √2𝜋𝐺𝐴𝑟 + 𝐶  ⟶  𝐶 = 0 ⟶  𝜗 ∝ √𝑟 ⟶ красная кривая 

 

 При больших расстояния NFW профиль ведет себя как 𝜌 ∝  𝑟ିଷ. 
Тогда скажем, что 𝜌(𝑟) =  𝐴𝑟ିଷ, где 𝐴 = 𝜌଴𝑅௦

ଷ. 

Беря интеграл выше получим:  

𝜗 = 4𝜋𝐺𝐴
log 𝑟 + 𝐶

𝑟
 ⟶  𝐶 = 0 ⟶  𝜗 ∝

log 𝑟

𝑟
⟶ зеленая кривая 

 

Поскольку при 𝑟 > 0 профиль NFW 𝜌(𝑟) гладкий, то две полученные кривые 
гладко соединяются для полного решения.  
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Модель темной материи с аннигиляцией 

Попробуем ввести модель с аннигиляцией и посмотрим, как изменится 
профиль плотности. 

Из начальной системы качественно изменится только уравнение 
непрерывности (1). В правой части уравнения добавится “сток”. Число 
возможных событий аннигиляции пропорционально квадрату концентрации, 
а значит и квадрату плотности. Также скорость аннигиляции зависит от 
сечения реакции. Таким образом перепишем уравнение (1) в виде:  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ሬሬ⃗ ൫𝜌𝜗൯ = −𝐴𝜌ଶ, 

где константа А характеризует сечение аннигиляции. 

 

Также, как и в первой части работы, будем рассматривать сферически-
симметричный случай. Но отличие будет в наличии радиальной скорости. То 
есть на место проаннигилировавшей пары придут новые частицы. Такой 
случай можно назвать стационарным, плотность не будет зависеть от 
времени (сколько частиц ушло, столько придет новых). 

Перепишем уравнение непрерывности с нововведенными приближениями: 

1

𝑟ଶ

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟ଶ𝜌𝜗௥) = −𝐴𝜌ଶ 

Как мы убедились выше, совокупность уравнений ниже хорошо описывает 
кривые вращения галактик: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑑(𝑟𝜗ఛ

ଶ)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝐺𝜌𝑟ଶ

𝜌(𝑟) =
𝜌଴𝑅௦

ଷ

𝑟(𝑅௦ + 𝑟)ଶ

 

Однако у NFW профиля есть проблема в нуле, которую далее мы попытаемся 
исправить при малых r. 

Согласно статье [2], численный эксперимент и наблюдения показывают, что 
для большинства сферических гало распределение частиц темной материи 
близко к изотропному, хотя отклонения от изотропии иногда могут быть 
значительными и достигать 20-30%. Мы же примем случай изотропности.  
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Если функция распределения частиц темной материи изотропна, то: 

𝜎௥ = 𝜎ఛ = 𝜎, 

где 𝜎௥(𝑟) и 𝜎ఛ(𝑟) – радиальная и поперечная (трансверсальная) дисперсии 
скорости частиц. 

Тогда такое соотношение справедливо и для скоростей:  

𝜗௥ = 𝜗ఛ = 𝜗. 

Тогда запишем систему: 

⎩
⎨

⎧
𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝐺𝜌𝑟ଶ

1

𝑟ଶ

𝑑(𝑟ଶ𝜌𝜗)

𝑑𝑟
= −𝐴𝜌ଶ

 

Такая система позволяет определить зависимости 𝜌(𝑟) и 𝜗(𝑟). Попробуем 
найти эти зависимости. 

Выразим из первого уравнения системы  и подставим во вторую: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜌 =

1

4𝜋𝐺𝑟ଶ

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟

1

𝑟ଶ

𝑑

𝑑𝑟
ቆ𝑟ଶ

1

4𝜋𝐺𝑟ଶ

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
𝜗ቇ = −𝐴 ቆ

1

4𝜋𝐺𝑟ଶ

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
ቇ

ଶ 

Упростим нижнее уравнение:  

𝑑

𝑑𝑟
ቆ𝜗

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
ቇ = −𝐴

1

4𝜋𝐺𝑟ଶ
ቆ

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
ቇ

ଶ

 

2𝑟
𝑑ଶ𝜗

𝑑𝑟ଶ
+ 5

𝑑𝜗

𝑑𝑟
+

4𝑟

𝜗
൬

𝑑𝜗

𝑑𝑟
൰

ଶ

+
𝐴

4𝜋𝐺
ቆ

𝜗ଶ

𝑟ଶ
+

4𝜗

𝑟

𝑑𝜗

𝑑𝑟
+ 4 ൬

𝑑𝜗

𝑑𝑟
൰

ଶ

ቇ = 0 

Получили нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение 2-го 
порядка. Даже численное решение такого уравнения требуем специальных 
методов (из-за сингулярности в нуле). 

Поэтому попробуем подобрать приближение.  

Так как проблема каспов связана с галактиками низкой поверхностной 
яркости, будем искать приближение для них. Таким образом, не будем 
учитывать вклад обычной материи на динамику системы. 

  



10 

Согласно статье [6], скорость вращения, связанная с темной материей во 
внутренних частях галактик, возрастает примерно линейно с радиусом. 

Тогда можно записать: 

𝜗 ∝ 𝑟 ⟶  𝜗 = 𝑘𝑟, где 𝑘 − константа. 

В таком случае верно равенство: 

𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
= 𝑘

𝑑(𝜗𝑟ଶ)

𝑑𝑟
 

Возвращаясь к системе: 

⎩
⎨

⎧
𝑑(𝑟𝜗ଶ)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝐺𝜌𝑟ଶ

1

𝑟ଶ

𝑑(𝑟ଶ𝜌𝜗)

𝑑𝑟
= −𝐴𝜌ଶ

 

Распишем нижнее уравнение так: 

1

𝑟ଶ

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟ଶ𝜌𝜗) =

1

𝑟ଶ
ቆ𝑟ଶ𝜗

𝑑𝜌

𝑑𝑟
+ 𝜌

𝑑(𝜗𝑟ଶ)

𝑑𝑟
ቇ = −𝐴𝜌ଶ 

Подставляя теперь верхнее уравнение, учитывая линейное приближение, 
получим: 

𝑑𝜌

𝑑𝑟
= −

𝜌ଶ

𝜗
൬𝐴 +

4𝜋𝐺

𝑘
൰ 

1

𝜌
= ൬𝐴 +

4𝜋𝐺

𝑘
൰ න

𝑑𝑟

𝜗
 

Анализируя последнее выражение, можно сказать, что касп пропадает при   
0    1, где  - показатель степенной зависимости скорости от радиуса:  

𝜗 ∝ 𝑟ఊ ⟶  𝜗 = 𝐵𝑟ఊ , где 𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Тогда зависимость плотности гало от радиуса с параметром  будет такой: 

𝜌(𝑟) =
1

𝑟ଵିఊ

𝐵(1 − 𝛾)
ቀ

4𝜋𝐺
𝑘

+ 𝐴ቁ + 𝐶
 

где С – константа интегрирования и имеет смысл обратной плотности гало в 
центе (при 0    1).  

Мы видим, что плотность в центре в таком случае конечна.  
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Таким образом, при сколь угодно близкой к линейной, но с показателем 
степени меньше 1, зависимости плотности от радиуса имеем примерную 
картину зависимости, представленную ниже. 

 

 

Для сравнения приведем зависимости при различных  (если на малых r 
работает линейное приближение, сделанное выше). 
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Для зависимости 𝜗 ∝ √𝑟  ⟶  𝜗 = 𝐵√𝑟 , где 𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, которой 
удовлетворяет NFW профиль без аннигиляции (при адекватности линейного 
приближения на малых r), получим: 

𝜌(𝑟) =
1

2√𝑟
𝐵 ቀ

4𝜋𝐺
𝑘

+ 𝐴ቁ + 𝐶

 

То есть профиль плотности поменяется, а вид кривых вращения останется 
прежним. Но каспа в центре уже не будет.  

 

Для линейной зависимости 𝜗 ∝ 𝑟 ⟶  𝜗 = 𝐵𝑟 , где 𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡: 

𝜌(𝑟) =
1

log 𝑟
𝐵 ቀ

4𝜋𝐺
𝑘

+ 𝐴ቁ + 𝐶
 

Имеется особая точка, следовательно, модель аннигиляции частиц темной 
материи не убирает проблему каспов в таком случае. Похожая картина и при 
 < 1 (наличие каспа). 

 

Заключение  

В данной работе были представлены уравнения, описывающие динамику 
гало темной материи, а также представлены различные варианты 
приближений.  

Была рассмотрена модель аннигиляции темной материи, построена система, 
позволяющая получить зависимости 𝜌(𝑟) и 𝜗(𝑟). Однако полученные 
уравнения имеют трудности в аналитическом решении.  

Согласно линейному приближению (  1) скоростей на малых радиусах, 
проанализирована зависимости 𝜌(𝑟) и 𝜗(𝑟).  

Для 𝜗 ∝ 𝑟ఊ при показателе 0    1 каспа нет, при  > 1 – есть. Таким 
образом, задача требует дальнейшего исследования. 

Модель аннигилирующей темной материи весьма актуальна, так как в 
последние годы был обнаружен избыток гамм-излучения из центральной 
области галактики, которое трудно объяснить излучением обычных 
астрофизических источников. И данный избытое может быть связан с 
аннигиляцией темной материи. Однако не стоит забывать, что присутствуют 
большие неопределенности астрофизических фонов.  
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