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1. Введение

После рекомбинации Вселенная становится прозрачной для фотонов первичной плазмы.
Эти фотоны сохранились во Вселенной до наших дней и наблюдаются в виде реликтового из-
лучения. Измерение характеристик реликтового излучения позволяет получить важнейшую
информацию о Вселенной в эпоху рекомбинации и о более поздних этапах её развития.

Форма энергетического спектра реликтового излучения с высокой степенью точности сов-
падает с формой планковского спектра. Небольшие вариации интенсивности излучения в
зависимости от направления прихода - это вариации температуры, единственной характе-
ристики планковского спектра. Помимо угловой зависимости температуры реликтового из-
лучения, значительный интерес представляет его поляризация, которая также зависит от
направления прихода фотонов.

2. Поляризация реликтового излучения

Пусть электромагнитное излучение распространяется в направлении n. Обозначим через
𝐸𝑎, где 𝑎 = 1, 2, компоненты электрического поля в плоскости, ортогональной вектору n. В
общем случае поляризационные свойства излучения характеризуются эрмитовым тензором

𝐼𝑎𝑏 = ⟨𝐸𝑎𝐸
*
𝑏 ⟩ (1)

Полная интенсивность излучения при этом

𝐼 =
⟨︀
|𝐸1|2

⟩︀
+
⟨︀
|𝐸2|2

⟩︀
(2)

Введем безразмерный тензор поляризации

𝑃𝑎𝑏 =
𝐼𝑎𝑏
𝐼

(3)

В общем случае справедливо 0 ≤ det𝑃𝑎𝑏 ≤ 1/4, так что можно ввести инвариантную скаляр-
ную величину - степень поляризации излучения:

𝒫 =
√

1 − 4 det𝑃 (4)

Она изменяется от нуля (неполяризованное излучение) до единицы (полностью поляризо-
ванное излучение).

В оптике поляризацию света принято описывать с помощью параметров Стокса 𝑈,𝑄, 𝑉 .
Их связь с матрицей 𝑃𝑎𝑏 дается соотношением

𝑃𝑎𝑏 =
1

2

(︃
1 + 𝑄 𝑈 − 𝑖𝑉

𝑈 + 𝑖𝑉 1 −𝑄

)︃
(5)
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Вместо тензора 𝑃𝑎𝑏 часто бывает удобно использовать бесследовый тензор

𝒫𝑎𝑏 = 𝑃𝑎𝑏 −
1

2
𝑔𝑎𝑏 =

1

⟨𝐸𝑎𝐸𝑎⟩

(︂
⟨𝐸𝑎𝐸𝑏⟩ −

1

2
⟨𝐸𝑐𝐸

𝑐⟩ 𝑔𝑎𝑏
)︂

(6)

Здесь был учтен тот факт, что нас интересует тензор поляризации на небесной сфере (счи-
таем, что она имеет единичный радиус), и была введена метрика 𝑔𝑎𝑏 на этой сфере. Тензор
𝒫𝑎𝑏 равен нулю для неполяризованного излучения.

Заданный на сфере тензор 𝒫𝑎𝑏 можно представить через скалярный и псевдоскалярный
потенциалы 𝒫𝐸 и 𝒫𝐵:

𝒫𝑎𝑏 = {∇𝑎∇𝑏}𝒫𝐸 − {𝜖𝑐𝑎∇𝑏∇𝑐}𝒫𝐵 (7)

где ∇𝑎 - ковариантная производная на сфере, фигурные скобки означают выделение сим-
метричной и бесследовой части соответствующего тензора:

{∇𝑎∇𝑏} =
1

2
(∇𝑎∇𝑏 + ∇𝑏∇𝑎 − 𝑔𝑎𝑏∆) (8)

{𝜖𝑐𝑎∇𝑏∇𝑐} =
1

2
(𝜖𝑐𝑎∇𝑏∇𝑐 + 𝜖𝑐𝑏∇𝑎∇𝑐) (9)

Здесь ∆ = 𝑔𝑎𝑏∇𝑎∇𝑏 - лапласиан на сфере.
Для потенциалов 𝐸− и 𝐵−мод на сфере удобно использовать разложение по сферическим

гармоникам:

𝒫𝐸(n) =
√

2
∑︁
𝑚

√︃
(𝑙 − 2)!

(𝑙 + 2)!
𝑎𝐸𝑙𝑚𝑌𝑙𝑚(n) (10)

𝒫𝐵(n) =
√

2
∑︁
𝑚

√︃
(𝑙 − 2)!

(𝑙 + 2)!
𝑎𝐵𝑙𝑚𝑌𝑙𝑚(n) (11)

Для анализа поляризации введем спектры двух мод и всевозможные смешанные корре-
ляторы:

⟨︀
𝑎𝐸𝑙𝑚𝑎

𝐸*
𝑙′𝑚′

⟩︀
,
⟨︀
𝑎𝐵𝑙𝑚𝑎

𝐵*
𝑙′𝑚′

⟩︀
,
⟨︀
𝑎𝐸𝑙𝑚𝑎

𝑇*
𝑙′𝑚′

⟩︀
и т.д. Здесь коэффициенты 𝑎𝑇𝑙𝑚 определяются флук-

туациями температуры. Для гауссовых случайных флуктуаций выполняется соотношение

⟨︀
𝑎𝑋𝑙𝑚𝑎

𝑌 *
𝑙′𝑚′

⟩︀
= 𝐶𝑋𝑌

𝑙 𝛿𝑙𝑙′𝛿𝑚𝑚′ (12)

где 𝑋, 𝑌 = 𝑇,𝐸,𝐵. Отсюда имеем

𝐶𝑋𝑌
𝑙 =

1

2𝑙 + 1

∑︁
𝑚

⟨︀
𝑎𝑋𝑙𝑚𝑎

𝑌 *
𝑙𝑚

⟩︀
(13)

Всего таких корреляторов шесть, однако в силу сохранения четности смешанные корре-
ляторы 𝐶𝑇𝐵

𝑙 и 𝐶𝐸𝐵
𝑙 равны нулю. Таким образом, из данных по наблюдению реликтового

излучения можно в принципе извлечь четыре спектра: 𝐶𝑇𝑇
𝑙 , 𝐶𝑇𝐸

𝑙 , 𝐶𝐸𝐸
𝑙 , 𝐶𝐵𝐵

𝑙 .
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3. Вклад в поляризацию от тензорных возмущений

В космологическом контексте важность разделения поляризации на 𝐸-моду (𝒫𝐸 ̸= 0,𝒫𝐵 =

0) и 𝐵-моду (𝒫𝐸 = 0,𝒫𝐵 ̸= 0) связана с тем, что скалярные возмущения генерируют только
𝐸-моду, а тензорные возмущения - как 𝐸-, так и 𝐵-моду. В данной работе был рассмотрен
вклад в поляризацию, а именно в спектр 𝐶𝐸𝐸

𝑙 , от тензорных возмущений.

3.1. Общие соотношения

Некоторые свойства сферических функций Бесселя 𝑗𝑙, которые будут использоваться да-
лее (см. [1], приложение F):

Асимптотики:

𝑗𝑙(𝑥) ≈
sin(𝑥− 𝜋𝑙

2
)

𝑥
, 𝑥 ≫ 𝑙 (14)

𝑗𝑙(𝑥) ≈ 1√
𝑥

1[︁
𝑥2 −

(︀
𝑙 + 1

2

)︀2]︁ 1
4

cos

⎛⎝√︃𝑥2 −
(︂
𝑙 +

1

2

)︂2

−
(︂
𝑙 +

1

2

)︂
arccos

(︂
𝑙 + 1

2

𝑥

)︂
− 𝜋

4

⎞⎠ (15)

Рекуррентные соотношения:

𝑗𝑙+1(𝑥) + 𝑗𝑙−1(𝑥) =
2𝑙 + 1

𝑥
𝑗𝑙(𝑥) (16)

Также далее фигурирует производная корреляционной функции 𝜕ℎ(𝑘,𝜂)
𝜕𝜂

= ℎ′(𝑘, 𝜂), выра-
жение для нее:

𝜕ℎ(𝑘, 𝜂)

𝜕𝜂
= ℎ′(𝑘, 𝜂) =

−3𝑗2(𝑘𝜂)

𝜂
(17)

3.2. Вклад от вторичной ионизации

Следующее соотношение выражает вклад в 𝐶𝐸𝐸
𝑙 от эпохи вторичной ионизации, см. [1],

формула (10.97):

𝐶𝐸𝐸
𝑙 = 9𝜋𝜏 2𝑟𝑒𝑖

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘
𝑃𝑇 (𝑘)

{︂∫︁ 𝜂𝑟𝑒𝑖

𝜂𝑟

𝑑𝜂ℎ′(𝑘, 𝜂)
𝑗2[(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)𝑘]

(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)2𝑘2

}︂2{︂
(𝑙 + 2) (𝑙 + 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)
𝑗𝑙−2 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]−

− 6(𝑙 + 2)(𝑙 − 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 3)
𝑗𝑙[(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]+

𝑙(𝑙 − 1)

(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)
𝑗𝑙+2[(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]

}︂2

(18)

Здесь 𝑃𝑇 (𝑘) - спектр тензорных возмущений, 𝜏𝑟𝑒𝑖 - оптическая толщина эпохи вторичной
ионизации. Оценим значение интеграла для больших мультиполей, то есть для 𝑙 ≫ 𝜂0−𝜂𝑟𝑒𝑖

𝜂𝑟𝑒𝑖
.

Считая 𝑙 большим и используя соотношения (16), можно преобразовать выражение в фигур-
ных скобках следующим образом:
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{︂
(𝑙 + 2) (𝑙 + 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)
𝑗𝑙−2 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]− 6(𝑙 + 2)(𝑙 − 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 3)
𝑗𝑙[(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]+

+
𝑙(𝑙 − 1)

(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)
𝑗𝑙+2[(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]

}︂2

≈
{︂

1

4
𝑗𝑙−2 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]− 3

2
𝑗𝑙[(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]+

+
1

4
𝑗𝑙+2[(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]

}︂2

≈ 𝑗2𝑙 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]

(︂
𝑙2

(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)2𝑘2
− 2

)︂2

(19)

Оценка внутреннего интеграла производится с помощью (17) и асимптотики (14):

∫︁ 𝜂𝑟𝑒𝑖

𝜂𝑟

𝑑𝜂ℎ′(𝑘, 𝜂)
𝑗2[(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)𝑘]

(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)2𝑘2
=

∫︁ 𝜂𝑟𝑒𝑖

𝜂𝑟

𝑑𝜂
−3𝑗2(𝑘𝜂)

𝜂

𝑗2[(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)𝑘]

(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)2𝑘2
=

= 3

∫︁ 𝜂𝑟𝑒𝑖−𝜂𝑟

0

𝑑𝜂

𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂

𝑗2[𝑘(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)]𝑗2(𝜂𝑘)

𝜂2𝑘2
(20)

Здесь была сделана замена 𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂 = 𝜂. Далее, делая замену 𝑢 = 𝜂𝑘, используя асимптотику
(14) для 𝑗2[𝑘(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)] и формально распространяя интегрирование от 0 до ∞ получим:

3

∫︁ 𝜂𝑟𝑒𝑖−𝜂𝑟

0

𝑑𝜂

𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂

𝑗2[𝑘(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)]𝑗2(𝜂𝑘)

𝜂2𝑘2
≈ −3

∫︁ ∞

0

sin(𝑘𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝑢)𝑗2(𝑢)

(𝑘𝜂𝑟𝑒𝑖)2𝑢2
𝑑𝑢 (21)

Полученный интеграл легко вычисляется с помощью табличных интегралов:∫︁ ∞

0

cos(𝑢)𝑗2(𝑢)

𝑢2
𝑑𝑢 = 0 (22)∫︁ ∞

0

sin(𝑢)𝑗2(𝑢)

𝑢2
𝑑𝑢 =

1

12
(23)

Итоговое соотношение: ∫︁ 𝜂𝑟𝑒𝑖

𝜂𝑟

𝑑𝜂ℎ′(𝑘, 𝜂)
𝑗2[(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)𝑘]

(𝜂𝑟𝑒𝑖 − 𝜂)2𝑘2
=

cos(𝑘𝜂𝑟𝑒𝑖)

4𝑘2𝜂2𝑟𝑒𝑖
(24)

Подставляя (24) и (19) в изначальное выражение (18) и считая спектр тензорных возмущений
масштабно-инвариантным: 𝑃𝑇 (𝑘) = 𝐴𝑇 , получим:

𝐶𝐸𝐸
𝑙 = 9𝜋𝜏 2𝑟𝑒𝑖𝐴𝑇

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘

(︂
cos(𝑘𝜂𝑟𝑒𝑖)

4𝑘2𝜂2𝑟𝑒𝑖

)︂2

𝑗2𝑙 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]

(︂
𝑙2

(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)2𝑘2
− 2

)︂2

≈

≈ 9𝜋𝜏 2𝑟𝑒𝑖𝐴𝑇

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘

1

2

(︂
1

4𝑘2𝜂2𝑟𝑒𝑖

)︂2

𝑗2𝑙 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘]

(︂
𝑙2

(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)2𝑘2
− 2

)︂2

(25)

Для 𝑗𝑙 используем асимптотику (15). Усреднение квадрата косинуса по периоду даст мно-
житель 1/2, в итоге получим:

𝑗2𝑙 [(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)𝑘] =
1

2𝑘(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)
√︀

𝑘2(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)2 − 𝑙2
(26)
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𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

9𝜋𝜏 2𝑟𝑒𝑖
64𝜂4𝑟𝑒𝑖𝑙

6
(𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖)

4

∫︁ ∞

1

𝑑𝑢

𝑢6
√
𝑢2 − 1

(︂
1

𝑢2
− 2

)︂2

(27)

Здесь была сделана замена переменной 𝑘 = 𝑢𝑙
𝜂0−𝜂𝑟𝑒𝑖

.
Учитывая, что

∫︀∞
1

𝑑𝑢
𝑢6

√
𝑢2−1

(︀
1
𝑢2 − 2

)︀2
= 32

45
, придем к итоговому выражению:

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

𝜋

10
𝜏 2𝑟𝑒𝑖

(︂
𝜂0 − 𝜂𝑟𝑒𝑖

𝜂𝑟𝑒𝑖

)︂4
𝐴𝑇

𝑙6
(28)

Для проверки полученной оценки был проведен численный расчет для 𝑙 = 300 − 500 с
помощью системы Mathematica. Результат представлен на графике:

300 350 400 450 500

l

0

15

30

45

60

75

C
lE

E
, 1

0-1
6  K

2
 

Численный расчет
Аналитическая оценка

Рис. 1. Вклад в 𝐶𝐸𝐸
𝑙 от эпохи вторичной ионизации

3.3. Вклад от рекомбинации

Аналогичный вклад в 𝐶𝐸𝐸
𝑙 от эпохи рекомбинации, см. [1], формула (10.95):

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

𝜋

25
∆𝜂2𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘
𝑃𝑇 (𝑘) [ℎ′(𝑘, 𝜂𝑟)]

2

{︂
(𝑙 + 2) (𝑙 + 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)
𝑗𝑙−2 [(𝜂0 − 𝜂𝑟)𝑘]−

− 6(𝑙 + 2)(𝑙 − 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 3)
𝑗𝑙[(𝜂0 − 𝜂𝑟)𝑘] +

𝑙(𝑙 − 1)

(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)
𝑗𝑙+2[(𝜂0 − 𝜂𝑟)𝑘]

}︂2

(29)

Пренебрегаем в (29) 𝜂𝑟 по сравнению с 𝜂0, считаем 𝑙 достаточно большим (𝑙 ≫ 𝜂0/𝜂𝑟),
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спектр масштабно-инвариантным: 𝑃𝑇 (𝑘) = 𝐴𝑇 , и учитываем (17). Тогда выражение, анало-
гично (19), приводится к следующему виду с помощью рекуррентных соотношений (16):

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

𝜋

25
∆𝜂2𝑟𝐴𝑇

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘

9𝑗22(𝑘𝜂𝑟)

𝜂2𝑟
𝑗2𝑙 [𝜂0𝑘]

(︂
𝑙2

𝜂20𝑘
2
− 2

)︂2

(30)

Для 𝑗2𝑙 [𝜂0𝑘] можно использовать асимптотику (15). Усреднение возникшего при этом квад-
рата косинуса даст 1/2, в результате получим:

𝑗2𝑙 [𝜂0𝑘] =
1

2𝑘𝜂0
√︀

𝑘2𝜂20 − 𝑙2
(31)

Для 𝑗2(𝑘𝜂𝑟) можно использовать асимптотику (14), аналогично усредняя квадрат синуса
получим:

𝑗22(𝑘𝜂𝑟) =
1

2𝑘2𝜂2𝑟
(32)

Промежуточный итог:

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

9𝜋∆𝜂2𝑟𝐴𝑇

100𝜂4𝑟𝜂0𝑙

∫︁ ∞

𝑙/𝜂0

𝑑𝑘

𝑘4

1√︁
𝑘2𝜂20
𝑙2

− 1

(︂
𝑙2

𝜂20𝑘
2
− 2

)︂2

(33)

Полученный интеграл можно вычислить, сделав замену 𝑢 = 𝑘𝜂0
𝑙

Тогда

∫︁ ∞

𝑙/𝜂0

𝑑𝑘

𝑘4

1√︁
𝑘2𝜂20
𝑙2

− 1

(︂
𝑙2

𝜂20𝑘
2
− 2

)︂2

=
𝜂30
𝑙3

∫︁ ∞

1

𝑑𝑢

𝑢4
√
𝑢2 − 1

(︂
1

𝑢2
− 2

)︂2

=
104𝜂30
105𝑙3

≈ 𝜂30
𝑙3

Итоговое выражение:

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

9𝜋

100

(︂
∆𝜂𝑟
𝜂𝑟

)︂2(︂
𝜂0
𝜂𝑟

)︂2
𝐴𝑇

𝑙4
(34)

Сравнение с численным расчетом для 𝑙 = 300 − 600:
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Рис. 2. Вклад в 𝐶𝐸𝐸
𝑙 от рекомбинации

4. Зависимость спектра от космологических параметров

4.1. Вклад от вторичной ионизации

Вклад в 𝐶𝐸𝐸
𝑙 от вторичной ионизации зависит лишь от оптической толщины 𝜏𝑟𝑒𝑖 и от кон-

формных времен соответствующих эпох. Выражения для них (см. [1], ф-лы (2.15) и (9.89)):

𝜂0 =
2

𝑎0𝐻0

√
Ω𝑀

𝐼(Ω𝑀) (35)

- конформное время современной эпохи, интеграл 𝐼(Ω𝑀) равен

𝐼(Ω𝑀) =
1

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑧√︁
(1 + 𝑧)3 + ΩΛ

Ω𝑀
+ Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀
(1 + 𝑧)4

(36)

Конформное время эпохи вторичной ионизации:

𝜂𝑟𝑒𝑖 =
2

𝑎0𝐻0

√
1 + 𝑧𝑟𝑒𝑖

(37)

Оптическая толщина:
𝜏𝑟𝑒𝑖 =

𝜂𝐵𝜎𝑇𝑛𝛾,0

2𝐻0

√
Ω𝑀

(1 + 𝑧𝑟𝑒𝑖)
3
2 (38)
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где 𝜂𝐵 = 𝑛𝐵

𝑛𝛾
- отношение плотности числа барионов и фотонов, 𝑛𝛾,0 - современная плот-

ность числа реликтовых фотонов, 𝜎𝑇 - томсоновское сечение рассеяния фотона на свободном
покоящемся электроне

Используя (38), (35) и (37), получим:

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

𝜋𝜂2𝐵𝜎
2
𝑇𝑛

2
𝛾,0

40𝐻2
0Ω𝑀

(︂√︂
1 + 𝑧𝑟𝑒𝑖

Ω𝑀

𝐼(Ω𝑀) − 1

)︂4
𝐴𝑇

𝑙6
(39)

С помощью полученного выражения можно проанализировать зависимость спектра, на-
пример, от Ω𝑀 . Для этого пренебрежем Ω𝑟𝑎𝑑 в интеграле 𝐼(Ω𝑀) и с помощью численного
расчета найдем зависимость следующего отношения от Ω𝑀 : 𝐶𝐸𝐸

𝑙 (Ω𝑀 )

𝐶𝐸𝐸
𝑙 (Ω𝑀=0.24)

, при этом положим
𝑧𝑟𝑒𝑖 = 10. Расчет показывает, что при увеличении Ω𝑀 , вклад в 𝐶𝐸𝐸

𝑙 от эпохи вторичной
ионизации монотонно убывает. Вид зависимости для Ω𝑀 = 0.2 − 0.3 приведен на рис. 3.

4.2. Вклад от рекомбинации

Пользуемся следующим соотношением для эпохи рекомбинации:

∆𝜂𝑟 =
2𝑇𝑟𝜂𝑟
∆𝐻

(40)

где ∆𝐻 = 13.6 эВ - энергия связи электрона в атоме водорода на основном уровне, 𝑇𝑟 -
температура рекомбинации

Конформное время этой эпохи:

𝜂𝑟 =

∫︁ ∞

𝑧𝑟

𝑑𝑧

𝑎0𝐻0

√︀
(1 + 𝑧)3Ω𝑀 + (1 + 𝑧)4Ω𝑟𝑎𝑑

=
2

𝑎0𝐻0

√
Ω𝑀

ℱ
(︂

Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀

)︂
(41)

где

ℱ
(︂

Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀

)︂
=

√︂
1

1 + 𝑧𝑟
+

Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀

−
√︂

Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀

(42)

Учитывая (40), (41) и (35), получим:

𝐶𝐸𝐸
𝑙 =

9𝜋𝑇 2
𝑟

25∆2
𝐻

⎛⎝ 𝐼(Ω𝑀)

ℱ
(︁

Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀

)︁
⎞⎠2

𝐴𝑇

𝑙4
(43)

С помощью этого выражения можно проанализировать зависимость спектра от Ω𝑀 , при
этом считаем, что отношение Ω𝑟𝑎𝑑

Ω𝑀
остается постоянным. Аналогично предыдущему разделу,

найдем зависимость 𝐶𝐸𝐸
𝑙 (Ω𝑀 )

𝐶𝐸𝐸
𝑙 (Ω𝑀=0.24)

. Из графика видно, что вклад в 𝐶𝐸𝐸
𝑙 от рекомбинации моно-

тонно возрастает при увеличении Ω𝑀 , но скорость изменения меньше, чем для аналогичного
вклада от эпохи вторичной ионизации.
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Рис. 3. Зависимость 𝐶𝐸𝐸
𝑙 (Ω𝑀 )

𝐶𝐸𝐸
𝑙 (Ω𝑀=0.24)

5. Итоги

В ходе работы были получены аналитические оценки для вкладов от различных эпох в
спектр 𝐶𝐸𝐸

𝑙 . С помощью численного расчета можно достичь большей точности, но наличие
явных выражений позволяет проанализировать зависимость спектра от космологических па-
раметров. Для примера был проведен анализ зависимости от Ω𝑀 вкладов для рекомбинации
и вторичной ионизации. Из анализа можно сделать вывод, что вклад от вторичной ионизации
более чувствителен к изменению этого параметра, чем вклад от рекомбинации.
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