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Постановка задачи

Необходимо рассмотреть понятия квазиимпульса,
квазимомента импульса и квазиэнергии;
Необходимо сравнить полученные результаты с классическими
величинами;
Доказать существование квазимомента импульса для
дискретных симметрий, найти СЗ и СФ оператора проекции
квазимомента импульса;
Найти собственные функции в случае потенциала
V (x , t) = m · l2 · ω2(t) · (1− cos x), где ω(t)2 = ω2

0 + ϵ · sin t;
Найти спектр энергий в этом же случае.



Квазиимпульс. Теорема Блоха

Собственные состояния ψ одночастичного гамильтониана
H = −ℏ2∇2

2m + U(r) могут быть выбраны с учётом
периодического потенциала U(r + R) = U(r) таким образом,
что их волновые функции будут представлять собой плоскую
волну, умноженную на периодическую функцию c периодом R:

ψnk(r) = e ikrunk(r),

где функции unk - периодичны и могут быть записаны
следующим образом:

unk(r + R) = unk(r).



Квазимомент импульса

Введём оператор поворота: R(χ) ≡ e−
i
ℏLχn

|Ψ, s⟩ = R(χ) |Ψ, l⟩

Рис.: Оператор поворота в декартовой СК

Доказано, что [H,R(χ)] = 0, то есть [H, L] = 0.



Квазимомент импульса

Гамильтониан периодичен, а также имеем симметрию на угол
Φ = 2π

n
RΦH |Ψ, l⟩ := RΦHΨ = H(χ+Φ)Ψ(χ+Φ) = H(χ)Ψ(χ+Φ) =
HRΦΨ, то есть имеет место: RΦH = HRΦ.

RΦRΥΨ(χ) = RΥRΦΨ(χ) = Ψ(χ+Φ+Υ).

HΨ = EΨ,
RΦΨ = ζ(Φ)Ψ.
Для СЗ верно: ζ(Φ + Υ) = ζ(Φ)ζ(Υ).
Отсюда следует, что ζ(Φ) = e iLΦ.
Выполняется цепочка равенств:
RΦΨ(χ) = Ψ(χ+Φ) = ζ(Φ)Ψ(χ) = e iLΦΨ(χ),
то есть верна теорема Блоха.



Квазимомент импульса

Найдём общий вид оператора квазимомента импульса Lq:
dLq
dt = 1

iℏ [LqH − HLq]
Выражение для проекции на ось z в классическом случае:
Lz = −iℏ(x ∂

∂y − y ∂
∂x )

В сферических координатах для проекции квазимомента:
Lz,q = −iℏ(x ∂

∂y − y ∂
∂x ) + iℏΘ(χ) = −iℏ ∂

∂χ + iℏΘ(χ)
Выражение через Блоховские функции:
Ψ(χ) = RΦu = u(χ+Φ) = ζ(Φ)u = e imχu(χ)
Уравнение на поиск собственных значений:

Lz,qΨ(χ) = mΨ(χ)



Квазимомент импульса

Lz,qΨ(χ) = (−iℏ
∂

∂χ
+ iℏΘ(χ)) · (e imχu(χ))

Lz,qΨ(χ) = −iℏ
∂

∂χ
· (e imχu(χ)) + iℏΘ(χ)e imχu(χ) =

= −i · imℏΨ(χ)− iℏe imχ ∂

∂χ
u(χ) + iℏΘ(χ)Ψ(χ) =

= mℏΨ(χ) + iℏ(Θ(χ)− ∂

∂χ
(ln u(χ))Ψ(χ) = mΨ(χ)

Проделав операции, получили собственные значения оператора
проекции квазимомента импульса:
Lz,q = mℏ.
Оператор проекции квазимомента импульса имеет вид:
Lz,q = −iℏ ∂

∂χ + iℏΘ(χ) = −iℏ ∂
∂χ + iℏ( ∂

∂χ ln u(χ)).



Квазиэнергия системы, подвергающейся периодическому
воздействию

Уравнение Шрёдингера: iℏ∂Ψ
∂t = HΨ, выберем решения:

Ψα(t + T ) = Ψα(t) · e−iα

Естественно назвать квазиэнергией величину :
ε = ℏα

T , T = 2π
ω .

Квазиэнергия будет возникать в том случае, когда имеет место
трансляция по времени на период T .



Численное решение уравнения Шрёдингера

Рассматриваем потенциал V (x , t) = m · l2 · ω2(t) · (1− cos x),
где ω(t)2 = ω2

0 + ϵ · sin t.
Ψ(x , t) = e−iεtu(x , t)
u(x +2π, t) = u(x , t), u(x , t) = u(x , t + T ).
Получим следующее уравнение:
εu(x , t)+ i ∂u(x ,t)∂t = − 1

2mu
′′
(x , t)+m · l2 ·ω2(t) · (1− cos x)u(x , t),

Здесь можем положить m = 1, ℏ = 1, ω0 = 1.
Состояния в начальный момент времени ищем в виде
разложения по собственным функциям гармонического
осциллятора:
Φn(x , 0) =

∑
k

vknΦk(x)



Реализация вычислений

Координатная сетка:

xk = −L+ kh k ∈ (0,N)

x = x , p = −i ∂
∂x , операторы запишем в виде матриц:

xik = xkδik , pik = − i

2h
(δi ,k+1 − δi ,k−1),

Hik = − 1

2h2
(δi ,k+1 + δi ,k−1) + (V (xk) +

1

h2
)δik



Реализация вычислений

Приближённое значение оператора эволюции:
U(tk+1, tk) = exp (−iτH(tk + τ/2)) + O(τ3)
Аппроксимацию можно записать так:
U(tk+1, tk) =

(
I + i τ2H(tk + τ/2)

)−1 (
I − i τ2H(tk + τ/2)

)
+O(τ3)

Эволюционированные состояния:
Φ̃n = U(T , tN−1) . . .U(t1, 0)Φn= U(T, 0) Φn =

∑
k

ankΦk

Коэффициенты разложения:

ank =
L∫

−L

Φ̃nΦkdx . =
∑
j
Φ̃k(xj)Φk(xj)h



Алгоритм вычислений

Записываем ank в диагональном виде:

ank
diag−→


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λN

 ,

где |λi | ≈ 1.
Ψ(x ,T ) = e−iεTΨ(x , 0), то есть arg(λi ) = −εiT .

Собственные функции: Ψi (x , 0) =
∑
n
vni Φn.



Проверка для гармонического осциллятора

V (t, x) = x2

2

Рис.: В начальный момент
времени Рис.: После эволюции



Модельная задача

V (x , t) = l2 · ω2(t) · (1− cos x), ω(t)2 = ω2
0 + ϵ · sin t

Рис.: В начальный момент
времени Рис.: После эволюции



Модельная задача

Рис.: СФ для n = 0 Рис.: СФ для n = 1

Рис.: СФ для n = 5



Модельная задача

Рис.: Спектр квазиэнергий для V (x , t) = m · l2 · ω2(t) · (1− cos x)



Выводы

Изучены понятия квазиимпульса, квазиэнергии и квазимомента
импульса;
Рассмотрена теорема Блоха для периодической структуры;
Найдены собственные функции и спектр энергий для случая
потенциала V (x , t) = m · l2 · ω2(t) · (1− cos x);
Получено выражение для оператора проекции квазимомента
импульса и его собственные значения.


